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Vorwort. 



In der theoretischen Physik treten uns häufig Probleme 
entgegen, bei denen es sich, was ihre mathematische Behand- 
lung anbelangt, um die Integration der Gleichung 

JW= 0, 

d. i. um die Ermittelung einer Function W handelt,^ welche 
der Gleichung 



bx^ by^ bz^ 

Genüge leistet. Eines der hierher gehörigen Probleme, und 
zwar dasjenige, von welchem in der vorliegenden Abhandlung 
die Bede sein wird, ist folgendes: 

Problem. Es soll eine von den rechtwinkligen 
Coordinaten x^ y, abhängendf Function W 
gefunden werden, welche 

I. innerhalb eines gegebenen Körpers der 
Gleichung JW^=0 Genüge leistet, welche 

bW 

n. innerhalb dieses Körpers, ebenso wie— — , 

bx 

bW bW 

— — und — - — , überall eindeutig und ste- 
oy bis 

tig ist, und welche endlich 

ni. an der Oberfläche des Körpers einen be- 
liebig gegebenen Werth besitzt. 
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Eine allgemeine Lösung dieses Problems scheint bei dem 
gegenwärtigen Zustande der Mathematik mit unüberwindlichen 
Schwierigkeiten verknüpft zu sein. Jenachdem nämlich die 
Gestalt des Körpers so oder so beschaffen ist, müssen, scheint 
es, um die Lösung des Problems zu erhalten, jedesmal andere 
und andere mathematische Hülfsmittel aufgefiinden und in An- 
wendung gebracht werden. 

Es schien mir der Mühe werth, zu untersuchen, ob es 
nicht vielleicht möglich wäre, eine Methode zu finden, durch 
welche die Lösung des Problems, wenn auch nicht für belie- 
bige Körper, so doch wenigstens für alle Eotationskörper 
ermöglicht wird. 

Obwohl nun meine Versuche auch in dieser Beziehung 
zu keinem befriedigenden Abschluss geführt haben, so scheint 
mir doch ein Ergebniss, das sich mir bei dieser Gelegenheit 
darbot, nicht ohne Bedeutung zu sein. Es lässt sich dasselbe 
in folgender Weise aussprechen: 

Versuch einer allgemeinen Methode zur Lösung 
des Problems für beliebige Rotationskörper. — 
Die Meridiancurve des gegebenen Eotations- 
körpers mag bezogen gedacht werden auf zwei 
rechtwinklige Coordinatenachsen f, r;, von wel- 
chen die eine, nämlich ^, identisch ist mit der 
Rotationsachse des Körpers. Ferner mögen 
zwei eindeutige, von ^, rj abhängige Functionen 
^, 0) gefunden sein, welche folgende Bedingun- 
gen erfüllen: 

L d soll im Innern der Miridiancurve der 

Differentialgleichung "iti" + "TT" "^ ^ ^®" 
nüge leisten, und auf jener Gurve selber 

einen gegebenen constanten Werth ^q 
' besitzen; 



IL (o soll zu & in der Beziehung stehen: 

öd' do) dd- d(x) 

Die Gleichungen ^ = Con3t. und a> = Const. 
werden dann zwei orthogonale Curvensysteme 
vorstellen, welche beide in der Meridianebene 
liegen, und von welchen das erstere die Meri- 
diancurve des gegebenen Kotationskörpers mit 
in sich enthält. Die Grössen ^, w selber werden 
also die Parameter dieser beiden Curvensysteme 
repräsentiren. 

Bezeichnet man nun den Winkel, unter 
welchem eine beliebige Meridianebene gegen 
irgendeine als fest angenommene Meridianebene 
geneigt ist, mit gp, und benutzt man jene beiden 
Parameter ^, w in Verbindung mit diesem Win- 
kel qp zur Ortsbestimmung irgend eines Punktes 
im Baume, so verwandelt sich die Differential- 
gleichung JW^=0 in folgende: 



)-■ 



wo der Coefficient a allein von ^ und w ab- 
hängt, nämlich folgende Bedeutung hat: 

_ ( ^ log ^ V , ( ^ log ri ^ ' 

Um also das in Rede stehende Problem für 
den gegebenen Rotationskörper zu lösen, han- 
delt es sich nur um die Ermittelung einer von 
^, w, g) abhängenden Function ?7, welche 

I. im Innern des Körpers der Differential- 
gleichung 

b'U . bW , fb^U u\ 



b&^ ' öw« • \^ bif)^ 

Genüge leistet, welche 
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n. im^ Innern des Körpers gewisse Stetig- 
keitsbedingungen erfüllt, und welche 
endlich 

in. an der Oberfläche des Körpers, d. h. für 
^ = ^oj identisch wird mit einer beliebig 
gegebenen Function JF(w, qp). *) 

Diese hier mitgetheilte Methode — man findet die De- 
duction derselben im ersten Paragraph der vorliegenden Abhand- 
lung — wird, wie man leicht übersieht, stets zur Lösung des 
in Kede stehenden Problems führen, sobald der oben genannte 
Coefficient a zufälliger Weise eine Summe zweier Grössen ist, 
von welchen die eine nur von ^, und die andere von w ab- 
hängt. 

Solches ist z. B. dann der Fall, wenn die Meridiancurve 
des gegebenen Körpers eine Ellipse ist, deren Achse mit der 
Eotationsachse zusammenfällt. 

Ein anderer hierher gehöriger Fall ist derjenige, den ich 
in einer früheren Abhandlung **) untersucht habe , nämlich der. 



*) Ist nämlich G{(Oy if) der gegebene Werth, welchen W auf der 
Oberfläche des Körpers besitzen soll, so wird 

F(w, (f) = G(fa, (f) . W 

sein, wo ri denjenigen Werth vorstellt, welchen die Grösse rj auf der eben 
genannten Fläche besitzt. Der Definition zufolge bedeutet rj den Abstand 
eines Punctes von der Rotationsachse. Ist nun rj:=^f{S^f w) diejenige 
Formel, durch welche dieser Abstand rj als Function der Parameter v>, w 
dargestellt wird, so wird derselbe auf der Oberfläche des Körpers den 
Werth v =^fi^of (^) besitzen, wo So die oben erwähnte Constante vor- 
stellt. Mithin wird 

F(oj, (f) = G{(o, ff) . VA'^o, «) 
sein. 

**) Man sehe meinen Aufsatz in Borchardt's Journal f. Mathe- 
matik. Bd. 62, betitelt: „lieber das Gleichgewicht der Wärme und das 
der Elektricität in einem Körper, welcher von zwei nicht concentrischen 
Kugelflächen begrenzt wird. 
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dass die Meridiancurve des gegebenen Körpers aus zwei nicht 
concentrischen und einander nicht schneidenden Kreisen besteht, 
deren Mittelpunkte beide in der Kotationsachse liegen. Alsdann 
nämlich ist a allein von co abhängig. 

Ein dritter Fall endlich , welcher in diese Kategorie gehört, 
ist der in der vorliegenden Abhandlung untersuchte; nämlich 
der, dass die Meridiancurve des gegebenen Körpers aus einem 
Kreise besteht, der irgend wo auf der einen Seite der Kota- 
tionsachse Hegt, nämlich aus einem Kreise, welcher die Eota- 
tionsachse nirgends schneidet. Hier wird a allein von & ab- 
hängig. 

Immer sind es also nur sehr specielle Fälle, bei welchen 
meine Methode zur wirklichen Lösung des Problems fuhrt. 
Dennoch scheint die Differentialgleichung, auf welche das Pro- 
blem bei Anwendung dieser Methode zurückkonmit , so einfacher 
Natur, dass die Hoffnung einer allgemeinen Lösung desselben, 
nämlich einer Lösung far beliebige Rotationskörper wohl 
noch nicht ganz aufzugeben sein dürfbe. Die Auffindung der 
Functionen -^ und w ist mit nicht zu grossen Schwierigkeiten 
verbunden, und wird sich in jedem gegebenen Fall leicht 
bewerkstelligen lassen, so dass es sich immer nur um die 
Integration der Gleichung 






handelt, nämlich um die Ermittelung einer Function CT, welche 
dieser Gleichung Genüge leistet, und welche gleichzeitig auch 
die übrigen oben angegebenen Bedingungen erfüllt. 

Was die hier vorliegende Abhandlung anbelangt, so 
muss ich noch eine Bemerkung rein formeller Natur voraus- 

p=n 

schicken. Unter einer Summe 2 T ist in üblicher Weise 
immer folgender Ausdruck zu verstehen: 

''iV = To + T2 + T2 +'-'' + T. 

m — n ^ ** 



vrii 

Anders dagegen verhält es sich mit denjenigen Summen, 
welche kurzweg mit 2 T bezeichnet sind. Eine solche Summe 

ist nämlich in Gedanken zuerst hinzuerstrecken von p = — oo 
bis p = + oo , und sodann sind die Glieder mit negativem p 
als identisch zu betrachten mit denjenigen, welche ein positives 
p besitzen , so dass 2 T olgenden Werth vorstellt : 



p 



p 



2T = To + 2Tt + 2T2 + 2Ts + - • • - 
p p 

Dem analog ist die Bedeutung, welche in der vorliegenden 
Abhandlung 22 T^ besitzt, nämlich: 

P 9 p 



22 T^= Tl + 2TI + 2TI + 2T^ + • ■ • 

P 9 ^ 

+ 4Tl + 4T'^ +4T^^ +■ ■ ■ ■ 

+ 4Tl + 4Tl + 4Tl + - ■ ■ ■ 

+ 4T^ + 4T'^+4T^ + - ■ ■ ■ 
+ • 
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§. 1. 

Allgemeine Coordinaten - Transformationen. 

An Stelle der rechtwinkligen Coordinaten x^y^z mögen die Para- 
meter dreier orthogonaler Flächensysteme eingefiihrt werden, von 
welchen zwei Eotationsflächen mit gemeinschaftlicher Achse sind, 
während das dritte durch die Meridianebenen dieser Eotations- 
flächen dargestellt wird. 

Die o? Achse sei die Rotationsachse, und die ^2 Ebene die 
Aequatorebene. 

Der Winkel, unter welchem eine beliebige Meridianebene 
gegen die feste iry Ebene geneigt ist, soll q> genannt werden. 
Ferner mögen* in jeder Meridianebene zwei Achsen angenommen 
werden, eine Achse ^, die mit der Eotations-, d. i. mit der 
iT Achse zusammenfallt, und eine andere Achse ij>, die in der 
Aequatorebene liegt. 

Jede Meridianebene soll auf der einen Seite von der Rota- 
tionsachse begrenzt gedacht werden, so dass der Winkel (p 
von ö° bis 360'' wachsen muss, falls die Ebene alle Stellen des 
Raumes durchlaufen soll. *) 

Ist die Meridianebene irgend eines Punctes durch Angabe 
ihres Winkels (f .festgesetzt, und sind ferner die Coordinaten ^, ij 
gegeben, welche der Punct in dieser Ebene besitzt, so wird damit 
die Lage des Punctes im Räume vollständig bestimmt sein. Es 
werden dann die Coordinaten x,y, z dieses Punctes folgende sein: 

(1 ) < y = ^ cos y , 
. z = ?; sin y. 

*) Es erstreckt sich demnach jede Meridianebene , was die in ihr ange- 
nommenen Achsen ^ , ri anbelangt , von | = — oo bis |=-|-oo, hingegen 
nur yon t] = bis i^ = -)- oo . 

Neamann, Elektr. Vertheil. i. e. Ringe. 1 



Zwischen den Coordinaten §, r^ und zwischen zwei andern Varia- 
bein d-y CO mag nun folgende Beziehung festgesetzt werden: 

(2.) ^ + ti? = /0^ + fa>), 

WO i = y — 1 , und / irgend welche gegebene Function sein soll. 
Durch Sonderung des Reellen und Imaginären wird diese Formel 
in zwei Gleichungen zerfallen, die entweder in der Form 

(3.) l^iK«'^, w), i?=;^(.^, 0)), 
oder in der Form 

(4.) ^=y^'(^, rj), a)==X(|, rj) 

dargestellt werden können. Aus der Abhängigkeit, welche durch 
(2.) zwischen $, tj und zwischen ^, w festgesetzt ist, ergiebt sich 
bekanntlich, dass 



(5.) 
(6.) 



d| dr) d^ dri 



d^ du) d& d(o 



mithin auch 



d| dri * dri d^ ' 



,„^ d& d(o , d^ dai 

(7.) -TT -TT + ^- "TS— = ^ 
^ ' d| d| di; drj 



ist. *) 

Die beiden Gleichungen (4.) stellen, falls man für -5", w irgend 
welche Constanten einsetzt, zwei Curvensysteme vor, welche beide 
in der Meridianebene ^ liegen, und von welchen das eine den 
Parameter ^, das andere den Parameter lo besitzt. Und zwar 
sind diese beiden Curvensysteme, wie man aus (7.) sofort erkennt, 
unter einander orthogonal 

Durch die Gleichungen (3.) sind demnach die Coordinaten ^, rj 
der in irgend einer Meridianebene liegenden Puncto ausgedrückt 



♦) Aus (2.) folgt durch Differentiation nach ^ und w: 



|i + ,^ =.,.(. + ,.), 



folglich : 



\dd^ ^ dö-y da> ^ dw ' 
und daraus ergeben sich sofort die Relationen (5.). Andererseits kann man der 
Gleichung (2.) auch folgende Gestalt gehen: 

& + i(o :^ 2f(f + in)y 
und dann ergehen sich in ahnlicher Weise die Belationen (6.), und daraus so- 
fort auch (7.). Die Charakteristik d dient hier und im Folgenden üherall zur 
Bezeichnung der partiellen Differentiation. 



durch die Parameter d-, (o zweier in dieser Ebene gezogenen ortho- 
gonalen Curvensysteme. Substituirt man also diese Werthe von 
^, iy in (1.), so wird man drei Gleichungen erhalten 

ja? == xl;{S-, a>), 
(8.) ly = Xi^, ö>) • cos (f, 
U = xi^y (o) ' am (fy 

durch welche die Coordinaten x, ^, z irgend eines Punktes aus- 
gedrückt werden durch die Parameter ^, co, qp dreier orthogo- 
naler Flächensysteme, von welchen die beiden ersten Rotations- 
flächen um die a? Achse sind, und von welchen das dritte aus den 
Meridianebenen dieser Rotationsflächen besteht. 

Aus (1.) ergiebt sich 

dy =i dri ' cos (f — ly sin (f d(p, 
dz =z drj ' sin (f + i] cos (f dtp, 

mithin: 

(9.) dx^ + dy^ + dz^ = dp + dri^ + rj^dip^. 

Nun ist 

d^ dB 
dB =^ -^dS^ A =-d(a 

oder mit Hülfe der Relationen (5.): 



femer 






od- 0(0 



Baraus folgt: 

Setzt man also zur Abkürzung: 
80 verwandelt sich die Gleichung (9.) in: 

(11.) dx^ + di/ + dz^ = Q{d»^ + dü)^) + rj^d(f,i. 

Versteht man unter TF irgend welche von x, t/, z oder, was 
dasselbe ist, von &, co, q) abhängende Function, so ergiebt sich 
mit Hülfe der vorstehenden Gleichung (11.) für den Difierential- 



ausdruck 



dx^ "^ dy« "^ d«> 



sofort folgende Transformation: *) 

oder, da ^ und rj von qp unabhängig" sind: 

(12.) e, • ^''T = - (r,—) + -^- (,^) + -^. 

Dieser Transformationsformel kann man eine noch bequemere 
Gestalt verleihen, wenn man statt W eine andere Function V 
einführt, nämlich 

in 



setzt. Alsdann nämlich wird 



dJF _^ ^—dV 1 dt) 



^Vn 



mithin : 






d 
doi 



df d/? df d/9 

Differenzirt man die Relationen (5.) — — - = — -i-, — — = -j- 

bd- du) dcü dd' 

respective nach w und 3", so ergiebt sich -r^^- = -t—t = — t^> 

dxtoCO 0(0' OtT* 



d. i. 



0*" +i!l = o. 



d,'/« ' doi« 



*) Man sehe darüber Jacobi's Mathematische Werke Bd. II. S. 43. 
Es wird nämlich dort von Jacobi ein Satz bewiesen, der sich in die hier an- 
gewandten Bezeichnungen übersetzt so aussprechen lässt: 
„Ist 

„und setzt man ausserdem zur Abkürzung 

,)S0 wird: 

^ ' "^^ — ~dd^\e d.-^; "*" dw \Sl d(o) "*" d(p [^ d(f)' 






Benutzt man diese Relation, und beachtet man ferner, dass 

gesetzt wurde, so ergiebt sich aus den zuvor aufgestellten For- 
meln sofort: 

d^l'^dy) + d^i'^d^^j = >^(d^ + ^ + ^^ ^• 

F 

Ferner wird, weil W= -7=, und iy von (p unabhängig ist: 

Demnach verwandelt sich die Formel (12.) in: 

oder, wenn man für V seine eigentliche Bedeutung W • V^ 
wieder einsetzt, und ausserdem die ganze Gleichung mit "(/ly di- 
vidirt : 

(13.) c>y,?.z/jr= ä^r— + — d^;;^— + ^l — d^^— + -4->'- 

Man wird aus der nachfolgenden Untersuchung erkennen, 
dass die Aufgaben über das Gleichgewicht der Wärme oder der 
Elektricität für einen von der Eotationsfläche ^ = Con8t. begrenz- 
ten homogenen Körper immer lösbar sind , sobald in der hier auf- 
gestellten Gleichung (13.) der im letzten Gliede vorkommende 

Factor -^ nur allein von d", oder nur allein von w abhängt; fer- 

ner, dass die Aufgabe auch dann leicht lösbar ist, wenn der 
eben genannte Factor eine Summe zweier Glieder ist, von wel- 
chen das eine nur d-, das andere nur 10 enthält. 



§. 2. 

Einführung der bei Behandlung von Eingflächen 

zweckmässigen Coordinaten. 

Man zeichne in einer Ebene einen Kreis und eine gerade 
Linie , welche einander weder schneiden noch berühren , und lasse 
sodann die Ebene um jene gerade Linie rotiren. Dann wird der 
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Kreis während dieser Bewegung eine ringförmige, d. i. eine in 
sich zurücklaufende canalförmige Oberfläche beschreiben. Jede in 
solcher Art entstandene Fläche mag eine Ring fläche genannt 
werden. 

Im Folgenden sollen nun zur Ortsbestimmung eines Punctes 
im Räume drei Coordinaten A, w, qp in Anwendung gebracht wer- 
den, welche so beschafien sind, dass die Gleichung A=Const. ein 
System ineinander geschachtelter Ringflächen repräsentirt, während 
die Gleichungen w=Con8t. und y = Const. zw^ei Flächensysteme 
darstellen, welche sowohl untereinander als auch zu jenen Ring- 
flächen orthogonal sind. 

Es sei eine vertikale Ebene, und in dieser sei eine hori- 
zontale gerade Linie AB von der Länge 2a gegeben. Die beiden 
Endpuncte A und B dieser Linie mögen die beiden Pole genannt 
werden. P sei ein beliebiger Punct in jener Ebene; und von P 
aus mögen nach den beiden Polen hin die Linien PA und PB 
gezogen werden. Unter co soll entweder der Winkel APB selber 
oder die Ergänzung dieses Winkels zu 2rc verstanden werden; 
und zwar soll ersteres geschehen, falls P oberhalb der Linie AB 
liegt, letzteres, falls P unterhalb dieser Linie sich befindet. Der 
Werth von oj wird also in Folge dieser Festsetzung 
für alle Puncte P, die oberhalb AB sich befinden, 
zwischen und tt, und andererseits für alle Puncte 
P, die unterhalb AB sich befinden, zwischen tt und 
27t liegen. 

Alle Puncte P, für welche co einen gegebenen Werth hat, 
werden dann in ihrer Gesammtheit ein Stück eines Kreises bilden, 
nämlich einen Kreisbogen bilden, dessen Endpuncte in A und B 
liegen. Die Gleichung w=Const. wird also ein System von Kreis- 
bogen darstellen, welche sämmtlich die Linie AB zur gemein- 

TV 

samen Sehne haben. Nimmt man z. B. co = —, so erhält man 

einen über der Linie AB als Durchmesser stehenden Halbkreis, 
und zwar einen Halbkreis, welcher oberhalb AB liegt; nimmt 

man w = -^ , so erhält man einen unterhalb AB liegenden 

Halbkreis, nämlich denjenigen, durch welchen der zuvor genannte 
Halbkreis zu einem vollen Kreise ergänzt wird. 



Insbesondere ist, was die verschiedenen Lagen anbelangt, 
welche der Kreisbogen ft> = Const. annimmt, sobald man fiir die 
Constante andere und andere Werthe substituirt, zu bemerken, 
dass jener Kreisbogen für w=0 unendlich gross ist und ober- 
halb AB liegt, dass derselbe ferner für ft} = 7r identisch ist mit 
der begrenzten geraden Linie AB, und dass derselbe endlich für 
CO = 27t wiederum unendlich gross wird, aber unterhalb AB liegt 

Wir verlängern die Linie AB über A oder über B hinaus, 
und bezeichnen irgend welchen Punct auf dieser Verlängerung 
mit M, Denken wir uns nun alle jene Kreisbogen lo = Const. con- 
struirt, und legen wir sodann von M aus Tangenten an alle jene 
Bogen, so sind die Contactpuncte dieser Tangenten alle gleich 
weit von ihrem gemeinsamen Ausgangspuncte M entfernt, *) 
und liegen also auf einem Kreise , welcher sein Centrum in M hat, 
und welcher die Bogen w= Const. senkrecht durchschneidet. 

Es besitzen nun die Punkte, welche auf der Peripherie des 
eben genannten, um M beschriebenen Kreises liegen, eine bemer- 
kenswerthe Eigenschaft. Das gegenseitige Verhältniss der beiden 
Abstände, welche ein solcher Punct von den beiden Polen A 
und B hat, besitzt nämlich, welche Lage der Punct auf der 
Peripherie jenes Kreises auch immer haben mag, stets ein und 
denselben Werth. **) Bezeichnet man also das Verhältniss dieser 



*) Bezeichnet man nämlich für irgend eine von jenen Tangenten den 
Contactpunct mit P, so ist die Strecke MF mittlere Proportionale zwischen 
MA und MB f folglich für alle jene Tangenten von gleicher Grösse. 

**) Bezeichnet man wiederum irgend einen Punct auf der Peripherie 
jenes Kreises mit P, so ist, wie bereits bemerkt, MF mittlere Proportionale 
zwischen MA und MB. Daraus ergiebt sich sofort, dass die beiden Dreiecke 
MAF und MFB unter einander ähnlich sind; und hieraus folgt: 

FA _ FM 
FB '^ MB ' 

FA MA 



FB FM ' 
folglich, wenn man beide Gleichungen mit einander multiplicirt und die Qua- 
dratwurzel zieht: 

-P-4 ^fMÄ 



=V^ 



^^ V MB ' 

Demnach hat also in der That , wie oben behauptet wurde , das Verhältniss p^ 
für alle Puncte P, welche auf der Peripherie des um M beschriebenen Kreises 
liegen, ein und denselben Werth. 
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beiden Polabstände zu einander mit A, so ist k für alle Puncte 
jenes Kreises constant. 

Nimmt man an Stelle von M irgend einen andern, ebenfalls 
auf der Verlängerung von AB liegenden Punet M' , so erhält 
man, wenn man jetzt von M^ aus Tangenten an die Bogen 
t;j=Const. legt, Contaotpuncte , die ihrerseits w^iederum auf einem 
Kreise liegen. Dieser neue Kreis hat sein Centrum in Jf' und 
durchschneidet jene Bogen w=Const. wiederum unter Winkeln 
von 90°. Für die Puncte dieses neuen Kreises wird dann das 
Yerhältniss l wiederum einen — aber einen andern — constan- 
ten Werth besitzen. 

Die Gleichung A=Con8t. stellt demnach ein System von Krei- 
sen vor, von denen jeder das Bogensystem w = Const. senkrecht 
durchschneidet. Die Mittelpuncte des Kreissystemes A = Con8t. 
liegen sämmtlich auf der horizontalen Symmetrielinie, 
d. i. auf der nach beiden Seiten hin ins Unendliche verlängerten 
Linie AB; die Mittelpuncte des Bogensystemes w=Const. hin- 
gegen liegen auf der vertikalen Symmetrie linie, d. h. auf 
einer Linie , welche durch die Mitte der Linie AB geht und gegen 
diese senkrecht steht. 

Wir wollen nun, was die Ausmessung des Verhältnisses l 
anbelangt, festsetzen, dass X immer ein ächter Bruch sein soll, 
nämlich festsetzen, dass unter k immer derjenige 
Werth verstanden werden soll, welchen man erhält, 
wenn man von den beiden Polabständen des betrach- 
teten Punctes den kleineren durch den grösseren 
•dividirt. Bei dieser Festsetzung wird die Gleichung A = Const. 
für einen beliebig gegebenen Werth der Constanten immer zwei 
unter einander gleich grosse Kreise darstellen, deren Centra auf 
der Linie AB liegen, und respective nach Kechts und nach Links 
hin gleich weit von der Mitte der Linie AB entfernt sind. Lässt 
man in der Gleichung A = Const. die Constante bis 1 hin anwach- 
sen, 80 werden die Radien beider Kreise unendlich gross, nämlich 
beide Kreise identisch mit der vertikalen Symmetrielinie. Lässt 
man andererseits die Constante zu hin abnehmen, so werden 
beide Kreise unendlich klein, nämlich der eine identisch mit dem 
Pole A, der andere mit dem Pole B, 

Unsere vertikale Ebene, in welcher wir bis jetzt fortwährend 
gezeichnet haben, wird — können wir sagen — durch die ver- 



tikale Symmetrielinie in zwei Halb ebenen zerlegt, von denen die 
eine den Pol A, die andere den Pol B in sich enthält. Von die- 
sen beiden Halbebenen wollen wir nun fernerhin nur die eine 
beibehalten, und zwar diejenige, in welcher der Pol A liegt, die 
andere Halbebene hingegen ganz ausser Spiel lassen. 

Die den Pol A enthaltende und auf der einen Seite von der 
vertikalen Symmetrielinie begrenzte Halbebene soll später um 
diese Linie gedreht werden. Demgemäss mag gleich jetzt diese 
Linie die Rotationsachse und jene Halbebene die Meri- 
dianebene genannt werden. 

Li dieser Meridianebene wird nun durch Angabe von l nur 
ein Kreis bestimmt sein. Zwischen einem solchen Kreise und 
zwischen einem durch Angabe von co bestimmtem Kreisbogen 
findet (Fig. 1.) immer nur ein Schnittpunct statt. 

Figur 1. 




Demnach wird durch gleichzeitige Angabe von A und w in unse- 
rer Meridianebene nur ein Punct bestimmt werden; und es 
können daher l und w in Anwendung gebracht werden, um den 
Ort eines Punktes in unserer M^ridianebene auf eindeutige 
Weise zu bestimmen. 

Sämmtliche Puncte der Meridianebene wird man erhalten, 
wenn man für X alle zwischen und 1, und für co alle zwischen 
und 27t liegende Werthe nimmt. 

Unsere Meridianebene steht, wie wir angenommen haben, 
vertikal , und ist auf der einen Seite von einer vertikalen Linie 
begrenzt, welche wir die Rotationsachse genannt haben. Denken 
wir uns nun die Meridianebene drehbar um diese Achse, so 
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werden wir, falls die Lage irgend eines Punotes P im Räume 
bestimmt werden soll, die Meridianebene um jene Achse so weit 
drehen, bis sie mit dem gegebenem Puncte P zur Berührung 
konmit. Alsdann wird die Lage von P vollständig bestimmt sein, 
wenn man erstens die Coordinaten A, w angiebt, welche P in 
dieser Meridianebene besitzt , und zweitens den Winkel qp angiebt, 
um welchen die Meridianebene von einer festgesetzten Anfangs- 
lage aus gedreht werden musste, bevor sie in die hier betrachtete 
Lage gelangte. 

Jeder Punct im Räume wird sich demnach durch Angabe von 
ly (ü,q) auf eindeutige Weise bestimmen lassen; imd zwar wird man 
um sämmtliche Puncte des Raumes zu erhalten, f ür A alle zwi- 
schen und i, für o) alle zwischen und 2/r, und für qp ebenfalls 
alle zwischen und 2/r liegenden Werthe zu nehmen haben. 

Die Coordinaten A, (o, qp, durch welche wir hier die Lage 
eines Punctes im Räume bestimmen, können als die Parameter 
von drei orthogonalen Flächensystemen angesehen werden. Die 
beiden Flächensysteme A = Const. und w = Con8t. sind Rotations- 
flächen, während das Flächensystem qp = Const. aus den gemein- 
schaftlichen Meridianebenen dieser Rotationsflächen besteht. 

Die Gleichung A=Consi stellt ein System in einander 
geschachtelter Ringflächen vor, nämlich ein System von 
Ringflächen, deren Meridiancurven aus in einander geschachtelten 
Kreisen bestehen. Der innerste von diesen Kreisen ist unendlich 
klein und wird durch den Pol A repräsentirt, während der 
äusserste derselben unendlich gross ist und mit der Rotationsachse 
zusammenfällt. Demgemäss ist die innerste von den in einander 
geschachtelten Ringflächen A = Const. identisch mit deijenigen 
Kreislinie, welche der Pol A bei der Rotation der Meridianebene 
beschreibt; diese Kreislinie soll in Zukunft der Polarkreis 
genannt werden; und andererseits wird die äusserste von jenen 
Ringflächen alle Puncte umfassen, welche entweder auf der Ro- 
tationsachse oder in unendlicher Ferne liegen. Die innerste Ring- 
fläche wird dargestellt durch die Gleichung 1 = 0, die äusserste 
durch die Gleichung 1 = 1.*) 



*) Von Interesse und für die nachfolgenden Untersuchungen nicht ohne 
Wichtigkeit wird es sein, eine Methode zu kennen, durch welche man hei 
einer heliehig gegebenen Kingfläche den Polarkreis construiren kann. Man 
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Die Gleichung w=Con8t. stelUt ein System von Kugel- 
Calotten vor, welche sämmtlich vom Polarkreise eingerandet 
werden, und welche zu jenen Ringflächen orthogonal sind. 

Endlich stellt die Gleichung qp = Const. ein System von 
Ebenen vor, nändich das System der Meridianebenen. 

Wir wollen nun die Beziehung untersuchen, in welcher 
unsere Coordinaten A, w, q) zu den gewöhnlichen rechtwink- 
ligen Coordinaten stehen. Dabei wird es gut sein, wie- 
derum mit der Betrachtung einer einzelnen Meridianebene zu 
beginnen. 

Der Mittelpunct des Polarkreises mag mit 0, femer deijenige 
Punct, in welchem der Polarkreis von unserer Meridianebene 
durchschnitten wird mit A, endlich der zu A diametral gegen- 
überliegende Punct jenes Kreises mit B bezeichnet werden. Wir 
beziehen nun unsere Meridianebene auf zwei Achsen ^, tj, von 
welchen die erstere von aus vertikal in die Höhe geht, also 
mit der Rotationsachse zusammenfällt, und von welchen die zweite 
von nach A hinläuft.*) 

Ist P irgend ein Punkt in unserer Meridianebene, und 
bezeichnen wir seine Abstände nach A und nach B hin mit r 
und r , ferner die Winkel, unter welchen diese Abstände gegen 
die Achse rj geneigt sind , mit u und u , so ergeben sich für die 



denke sich die Ringfläche in solcher Lage, dass ihre Rotationsachse vertikal 
steht, und construire die horizontale Symmetrieebene derselben, d. h. diejenige 
Horizontalebene , durch welche die Ringfläche in zwei einander congruente 
Hälften zerlegt wird. Der Punct, in welchem diese Ebene und die Rotations- 
achse einander schneiden, mag der Mittelpunct der Ringfläche genannt werden. 
Denkt man sich nun um diesen Mittelpunct als Centrum eine Kugelfläche 
beschrieben, und zwar von solcher Grösse, dass sie die Ringfläche gerade 
unter 90^ durchschneidet, so wird die horizontale Symmetrieebene von dieser 
Kugelfläche in dem Polarkreise geschnitten werden. 

Um also den Polarkreis einer gegebenen Ringfläche zu finden, hat man 
nur vom Mittelpunct der Ringfläche aus irgend eine Tangente an diese Fläche 
zu legen. Die Länge dieser Tangente , vom Mittelpunct bis zum Berührungs- 
punct gerechnet, wird dann der Radius des Polarkreises sein. 

*) Unsere Meridianebene erstreckt sich dann, da sie auf der einen Seite 
von der Rotationsachse begrenzt gedacht werden soll, in vertikaler Richtung 
von I = — oo bis | = -|- o© , in horizontaler Richtung hingegen nur von 
71 = bis 1? = -f 00. 
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rechtwinkligen Coordinaten ^, rj unseres Punktes P folgende Aus- 
drücke (Fig. 2.): 

Figur 2. 




iy — « = r corf « , ^ + « = / cos «/ , 

WO a den Radius des Polarkreises vorstellt. Hieraus folgt sofort; 

(1.) tj + i^ — a^r-e'"', rj +i^ + a=^f^ ^ <?•«', 

WO i = y~l und ^ = 2,718 ... ist. 

Nun ist, wenn wir die vorhin besprochenen neuen Coordi- 
naten unseres Punctes P mit A, co bezeichnen: 



./ — ^ > 



U m' =s= öj 



Und mit Rücksicht hierauf ergiebt sich, falls man die beiden For- 
meln (1.) durch einander dividirt: 

(2.) "+';-" =x..'" 

fj -\- t$ + a 

oder wenn man — i statt i setzt: 

v — i^ — a 

rj — i^ -{- a 



= l . e 



d. i. 



(2a.) -i|±i2l^ =,.,-,«. 

Führt man an Stelle von X den natürlichen Logarithmus von 



y- ein, setzt man nämlich 



log - = 9, 

mithin 

k = «-9, 

so verwandelt sich unsere Formel (2.) oder (2 a.) in: 

(2 b.) ß+-J!l ^ - ^ =,-(» + «) 
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Daraus sieht man, dass das Binom (^ + irj) nicht von den 
beiden Argumenten 3' und w, sondern nur von dem einen 
Argumente {& + wS) abhängt. Demnach fallen die hier einge- 
führten Coordinaten d-, io geradezu in die Categorie der in §. 1 
behandelten; und es werden sich also die dort ausgeführten allge- 
meinen Transformationen unmittelbar auf die gegenwärtigen Coor- 
dinaten ^, CO in Anwendung bringen lassen. 

Aus (2.) ergiebt sich: 

(3.) n+i^^al±^, 
und hieraus durch Sonderung des Reellen und Imaginären: 

2X sin (o 



1 = « 



i — 21 cos 0) 4- /« ' 



'^ ^ ' i — 21 coa (o + l^ ' 
Multiplicirt man ferner die Gleichung (3.) mit derjenigen, die 
sich aus ihr selber durch Vertauschung von i mit — i ergiebt, 
so findet man: 

(5.) ^+,.^.. ;+y <"»" + ;; . 

^ ' 1 — 2X cos ü) -^ l* 

Ferner ergiebt sich aus (3.): 

= a . : — , 

und, wenn man diese Gleichung mit derjenigen multiplicirt, die 
sich aus ihr selber durch Vertauschung von i mit — i ergiebt : 

^ ^^ dcü do3 ' (i — 21 cos (o + Xy ' 

Die linke Seite dieser Gleichung ist gleich 



©• + O". 



oder, wenn man beachtet, dass nach (5. Seite 2) — = j- 

dco du' 

ist, gleich 

&' + &'■ 

Demnach ergiebt sich für die in §. 1 (auf Seite 3) eingeführte 
Grösse q hier folgender Werth: 

4a» jl« 



.<'■) ^-(5)'+ (3- 



{1—2X cos 0) -h A«)« ' 
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Und nunmehr folgt ans (4.) und (7.) sofort: 

Wir führen nun ein dreiachsiges, rechtwinkliges Coordinaten- 
system {x, y , z) ein. Die Achse x mag mit der Rotationsachse ^ 
zusammenfallen. Die beiden andern Achsen y und z mögen durch 
irgend zwei aufeinander senkrechte Radien des Polarkreises dar- 
gestellt sein. Unter gp mag der Winkel verstanden werden,. unter 
welchem die variable Meridianebene ^rj gegen die feste Meridian- 
ebene xy geneigt ist. 

Alsdann erhält man, wenn man die Coordinaten irgend eines 
Punktes P mit x, y, z oder mit ^, iy, q) oder endlich mit A, w, (p 
bezeichnet, zwischen diesen Coordinaten folgende Relationen: 

(9.) < y = 1? cos y , 
i 2 ass ij sin ip , 

und hieraus mit Hülfe von (4.): 

21 sin Ol 



X 



(10.) 



a 



a 



i — 2A cos w + A« ' 
(i — A^) . cos y 

1 — 2X cos w -f- A« ' 
(i — >L*) . sin if 



i — 2A cos w + A* * 

Für das Quadrat des Linienelements : dx^ + dy'^ + dz^ wurde 
auf Seite 3 gefunden: 

Demnach wird , wenn man die in (4.) und (7.) für iy und ^ gefun- 
denen Werthe substituirt: 

»a^ -r «y -r «» {i^2l cos w + A*)» ' 

oder weil ^ = log y-, mithin d^ = — ist: 

Vii.; «w; -r- »y -r » (i — 2A cos w 4- A«)» 

Bezeichnet femer TT irgend welche von x, y, z oder von 
l, 0), g) abhängende Function, so ist auf Seite 5 für den Diffe- 
rentialausdruck 

da:» "^ dy« "^ d«a 
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folgende Transformation gefunden: 



<? 



Somit ergiebt sich hier, wenn man für -^ den Werth (8.) sub- 

1 ^ 

stituirt und gleichzeitig d^ = log -y- = — log A setzt : 

(12.) ^y,.^^ = -^^^ + -^ + (^.(_^+-^^ 

Das Glied — -; — ^^^ würde hier, ausführlicher dargestellt, fol- 
(d log If 

gendermassen lauten: 



(dlog;i)» dA« ' dA 

§. 3. 

Entwickelung der reciprocen Entfernung zweier 

Puncte, 

Es seien x, y, z und x^, y^, z^ die rechtwinkligen, ferner 
X, CO, q> und l^, w^, (p^ die neuen Coordinaten irgend zweier 
Punkte P und Pj . Ausserdem werde gesetzt: 

y = i; C08 y, ^1 = rii cos f/^i, 

« = iy sin y , «1 =: 1^1 sin qi . 

Dann ist : 

(a: - a^O* + (y - yi)« + (« — %)^ = 

-= «« + »?*) + (&* 4- i?i«) - 2(^li + »?»?i cos (p — (fi)y 

also nach (4.) und (5.) Seite 13: 

__ ^/ i + 2>t cos ft) + A» i + 2Ai 008 ft)i 4- A^« 

"~ * V i — 2A cos w + A2 "^1—2^1 cos Wi 4- ili* 

9 '^^^^^i sin 0) sin % + (i — A') (i — A^^ c os y — (fi \ 
"~ (1 — 2k cos ft) + A«) Ü — 2Ai cos oiT + h^) /' 

Hieraus ergiebt sich, wenn man alle Glieder auf gleichen Nenner 
bringt und zur Abkürzung 

setzt : 
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(2.) (ar-^i)« + (y-yi)« + (z-z,)^ = 

== 2a^ 

{1—2X cos (ü + A«) (i — 2Ai cos Wj + Ai«) 

Diese Formel stellt das Quadrat der Entfernung irgend zweier 
Puncte P, Pj vor. Wir wollen von dieser Formel zunächst eine 
Anwendung machen, um die Entfernung eines beliebig gegebenen 
Punctes P von drei gewissen Puncten 0, A, B zu berechnen. 
Das wird dadurch geschehen, dass wir in unserer Formel für P 
den beliebig gegebenen Punct, für Pj hingegen einen der drei 
Puncte Oy A, B nehmen. 

Unter soll der Anfangspunct des Coordinatensystemes 
{Xy y, ^ oder, was dasselbe ist, der Mittelpunct des Polarkreises 
verstanden werden. Ferner soUen A und B zwei Puncte sein, 
welche auf der Peripherie des Polarkreises liegen, und zwar A 
derjenige, welcher dem beliebig gegebenen Puncte P am Näch- 
sten liegt, B derjenige, welcher von P am Weitesten ent- 
fernt ist. 

Bezeichnet man die Coordinaten von P mit Xy w, qp, und die 
Coordinaten eines unter den drei Puncten 0, A, B mit Aj, lo^, qpj, 
so ist: 

fiir 0: Xi = i f aij = ;r, (fi= unbestimmt, 

für A: Xi =» Oy Wj = unbest. , ^j = <yi, 

für -B: Xi =^ 0, Wj == unbest. , yj = ^/ -|- ;i. 

Substituirt man diese Werthe für A, , Wj , cp^ in die Formel 
(2.), so ergeben sich für die in Rede stehenden Entfernungen 
FO, PAy PB folgende Ausdrücke: 

a-/i -f 2A cos « + A» 



(3.) 



FO 



FA 



FB^ 



y i — 2;i cos w -(- A« 
2aX 

y 1 — 2;i cos w + /« 
2a 



y i — 2A cos w + A« 

Diese Formeln beziehen sich auf einen Punct P mit den 
Coordinaten A, w, cp, Aehnliche Formeln können wir für jeden 
beliebigen andern Punct Pj mit den Coordinaten A^, w^, qp^ auf- 
stellen. Es wird nämlich: 
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pg ^ a^ i + 2l^ cos o>x 4- A^a 



(4.) { 



F,A = 



F,B, = 



y 1 — 2;ii cos (Ol 4- Aj» 

yr^ 2;ii cos (Ol + Xi^ 

2a 

■^ l — 2Xi cos ft*i + li^ 



WO Alf J5j wiederum zwei Punkte auf der Peripherie des Polar- 
kreises sind, und zwar A^ derjenige, welcher Pj am Nächsten 
liegt, J?j deijenige, welcher von P^ am Weitesten entfernt ist. 

Wir kehren nun zu unserer allgemeinen Formel (2.) zurück. 
Bezeichnen wir den reciprocen Werth der Entfernung irgend 
zweier Puncte P, Pj mit T, setzen wir also 

T i ^, 

so verwandelt sich jene Formel in 

V 1 — 2X cos (o + X^ Yl—'2li cos (Ol -h A^« 



r= 



y^ä^ y{l + X^{i + Ai«) — 4AAi cos i2 — (1_A»)(1 — Ai«) cos * ' 

Verstehen wir demnach unter % den Ausdruck 

(5.) 3:= ^ 



Y2ä^ V (1 + X^ {1 + Xi^) — 4XXi cosÄ — (i — A«)(l — Ai2)cos «^ 
so wird: 
(6.) T=Vi — 2A cos (o +12" y i — 2Ai cos Wj +Ai2 2: . 

Es handelt sich nun darum, die reciproce Entfernung T in 
eine Reihe zu entwickeln. Und zu diesem Zwecke wollen wir 
versuchen, den Ausdruck X nach den Cosinus der Vielfachen von 
i2 und zu entwickeln. 

Zunächst bedarf es einer Untersuchung, ob eine solche Ent- 
wickelung des Ausdruckes 3^ überhaupt möglich ist. Die Ent- 
scheidung hierüber hängt ab von der Natur des Ausdruckes %, 
Demnach wird es sehr wichtig sein, eine einfache geometrische 
Bedeutung dieses Ausdruckes zu finden. 

Nun ist nach (6.) 

T 

(7.) 2: = 



y l-— 2A cos (o + X^ y l — 2Xi cos wj + A^« 

Bezeichnet man wiederum die beiden Puncte (A, (o, q)) und 
(Aj, Wj, ip^y aufweiche sich die reciproce Entfernung T bezieht, 



Neamann, Elektr. Vertheil. i. e. Ringe. 
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mit P und Pj, und versteht man ausserdem unter B und B^ 

diejenigen beiden Puncte des Polarkreises, welche respective von 

P und von Pj am Weitesten entfernt sind, so ist nach (3.) 

und (4): 

i 
T ' 

2a 



FF, == 
FB == 



— > 



F,B, = 



y l — 2k C08 ö> + A« 
2a 



y 1 — 2X, cos Wi +;ii» 
Somit verwandelt sich (7.) in: 

(^•) ^^"4^ • PPi ' 

eine Formel, in welcher die geometrische Bedeu- 
tung des Ausdruckes % klar dargelegt ist, in wel- 
cher nämlich angegeben ist, wie der Werth dieses 
Ausdruckes von der Lage der beiden Puncte P, P^ 
abhängt. 

Man erkennt aus dieser Formel sofort, dass % nur in zwei 
Fällen unendlich gross wird, nämlich nur dann, wenn entweder 
P mit Pi zusammenfallt, oder wenn gleichzeitig beide Puncte, 
sowohl P als auch P^ in unendliche Feme rücken. *) 

Zur Bestimmung der Lage eines Punctes im Baume dienen 
bei uns die Coordinaten A, w, cp. Durch A wird die Ringfläche 
bestimmt, auf welcher der Punct liegt, und durch lo und q) wird 
der Ort des Punctes auf dieser Ringfläche bestimmt. 

Der Parameter X der Ringfläche liegt immer zwischen 
und 1\ und zwar ist der Meridiankreis der Ringfläche kleiner 
oder grösser, je nachdem X einen kleineren oder grösseren Werth 
besitzt. Lässt man X bis hin abnehmen , so wird der Meridian- 



*) Bückt nämlich nur einer, z. B. nur P in unendliche Feme, während 
Fl in der Endlichkeit hleibt, so wird 

FB 



-PA 

mithin 



= i. 



es hat also % alsdann einen endlichen Werth. 
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kreis kleiner und kleiner werden, bis er sich schliesslich zu einem 
Punct zusammenzieht, und zwar zu einem Funkt, welcher auf 
der Peripherie des Polarkreises liegt. Lässt man andererseits l 
bis zu 1 hin anwachsen, so wird der Meridiankreis der Ringfläche 
grösser und grösser werden, bis er sich schliesslich in eine 
gerade Linie verwandelt, nämlich in diejenige gerade Linie, 
durch welche die Rotationsachse unseres Ringflächen-Systemes 
dargestellt wird. 

Lässt man also k bis hin abnehmen, so wird sich die 
Ringfläche mehr und mehr yerengem, bis sie schliesslich identisch 
wird mit dem Polarkreise; und lässt man andererseits l bis 1 
hin anwachsen, so wird sich die Ringfläche mehr und mehr 
erweitem, bis sie schliesslich alle Puncte umfasst, welche ent- 
weder auf der Rotationsachse oder in unendlicher Ferne liegen. 

Wir wollen nun, was die Coordinaten A, (o, q>, 
Ai , cüi , q)i unserer beiden Puncte P, P^ anbelangt, 
festsetzen, dass stets 

(9.) < l < l^ < 1 

sein solle. Dann wird P auf einer engeren, und P^ auf einer 
weiteren Ringfläche liegen. 

Zufolge (9.) kann k niemals gleich l^ werden, also P mit P^ 
niemals zusammenfallen. Femer folgt aus den in (9.) gemachten 
Festsetzungen, dass allerdings l^ bis 1 hin anwachsen kann, dass 
aber l immer kleiner als 1 bleiben muss. Demgemäss kann Zu- 
folge jener Festsetzungen allerdings P^ , niemals aber P in unend- 
liche Feme rücken. 

Nun hatten wir früher gefunden, dass der Ausdruck % nur 
dann unendlich gross wird , wenn entweder P mit P^ zusammen- 
fällt, oder wenn gleichzeitig beide Puncte, P sowohl als auch 
Pj, in unendliche Feme rücken. Somit sehen wir, dass durch 
Festsetzung der Relationen (9.) diejenigen beiden Fälle, in wel- 
chen % unendlich gross wird, ausgeschlossen werden. Also: 

Setzt man in Bezug auf die Grösse von k und k^ 
die Relationen (9.) fest, so bleibt der Ausdruck: 

V~^ y (i+a>)(i+;Li>) — Uk^ cos ii — (1— A«)(i— ;ii«) cos <#» 

fortwährend endlich und stetig. Nimmt man also für 
A, k^ irgend zwei constante Werthe, welche innerhalb der durch 

2* 
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(9.) festgestellten Grenzen liegen, so wird % eine von den Va- 
riablen ß, O abhängende Function sein, welche für alle Werthe 
dieser Variablen endlich und stetig bleibt 

Unter Voraussetzung der Relationen (9.) ist daher X in eine 
convergente Eeihe entwickelbar, welche nach den Cosinus der 
Vielfachen von £i fortschreitet. Gleichzeitig werden dann die von 
abhängenden Coefficienten dieser Reihe Functionen sein, welche 
für alle Werthe der Variablen O endlich und stetig sind, also 
Functionen sein, welche ihrerseits wiederum in convergente nach 
den Cosinus der Vielfachen von fortschreitende Reihen ent- 
wickelbar sind. Somit ergiebt sich: 

Unter Voraussetzung der Relationen (9.) ist der 
Ausdruck % darstellbar durch eine unendliche Dop- 
pelreihe von folgender Form: 

(10.) X => Zi: F^ • cos pSl • cos q<P, 

in welcher die Coefficienten F^ nur von l und l^ ab- 
hängig sind. 

Es handelt sich nun darum, diese Entwickelung (10.) wirk- 
lich auszuführen. Und zu diesem Zwecke werden wir uns zu- 
nächst eine Differentialgleichung verschaffen , welcher der Ausdruck 
St Genüge leistet. 

Nach (6.) ist 

T = yi^2k cos w-f-A« y i — 2Xi cos Wt+lt* X , 

Ferner ist nach Seite 13: 

r— y~ä yrzrxr 

y i — 2i cos w + JL» 
somit ergiebt sich: 

(11.) T yv = V^ y i—2Xi cos cüi+Ai» yi—k* x . 

Betrachten wir den Punct P als beweglich, und P^ als fest, 
d.h. betrachten wir x, t/, z, A, w, q) als variable, und iCj, y|, Zj, 
X^, Wj, qPj als constante Grössen, so genügt die reciproce Ent- 
fernung T bekanntlich der Gleichung: 

d. L der Gleichung: 
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Demnach muss (zufolge (12.) Seite 15) T|/^ der Gleichung: 

Genüge leisten. Nun ist zufolge (11.) der Ausdruck T^^ 

von dem Ausdruck %'^ 1 — A^ nur durch einen constanten, 
nämlich nur durch einen von l^ und w^ abhängigen Factor ver- 
schieden. Für %y 1 — A* muss daher eben dieselbe Diffe- 
rentialgleichung gelten; d. h. es muss 

'^^'^•^ yi_X2 (d log A)a "*" 00)8 "^ U — A»/ \dy> "^ 4 / 
sein. 

Betrachtet man nun andererseits Pj als beweglich, und J als 
fest, so ergiebt sich in ganz ähnlicher Weise, dass auch folgende 
Differentialgleichung stattfinden muss: 

nq^ i d»i/i=ä7».2: d'2: / 21, \«/d«£ 3:\_ 

^^"^-^ y7=ir« («^ log >tO» "^ dwi«"^ Vi — Ai»/ Vd^i»"^ 4/ 

In dem Ausdruck % (5.) kommen die Grössen w, qp, Wj, qPj nur 
in sofern vor, als die Differenzen to — Wj = fl und y — q)^ = 
darin enthalten sind. Demnach lassen sich die eben aufgestellten 
Differentialgleichungen (12.) und (13.) auch so schreiben: 

i d'-y/i — A» .% d^X ( 21 y (d^X . ^\ /. 
t/TZT^* (<) log ;L)« "^ dÄ» "^Vi — AV Vd*« "^ 4 / 
(14.) { ^ ^ 

i d'VT^yr. £ d'g / 2A, y /d»2: , 3:\ ^ 

[y i— Ai« ' (^ l<>g '^i)' <^^' Vi — Zi«/ 'Vd*> "^ 4 / 

Setzt man nun hier für % seine Entwickelung ein: 

(15.) 2: = zi: F^ • cos pn • cos j'*, 

p q P 

so ergiebt sich, dass die Function F^ — sie mag der 
Kürze wegen mit F bezeichnet werden — den beiden Dif- 
ferentialgleichungen 



(16.) 



I (d log Vi* P^ T K^q ^) Vi_A»/ ' 



y i^X* (d log X) 



I i d«'i/i — iU* -^ / >l \' 



Genüge leistet. 
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Ausser diesen Diflferentialgleichungen lässt sich in Betreff der 
Functionen F^ leicht noch eine andere Eigenschaft nachweisen. 
Man kann die in der Entwickelung (15.) vorkommenden Glieder, 
jenachdem die Stellenzahlen p, q gleich Null oder von Null ver- 
schieden sind, in folgende vier Gruppen bringen: 

I.) <, 
IL) F^ . cos 7t ii, 

ni.) F^ • cos xÖ>, 

IV.) F^ • cos Tcii • cos X0, 

wo Tt und X Zahlen vorstellen sollen, welche von Null verschie- 
den sind. — Aus der Bedeutung von % (5.) erkennt man sofort, 
dass dieser Ausdruck X für 1=0 von ß, und für k^=il von 

unabhängig wird. Demnach müssen auch in der Entwicklung 
von % (15.) für 1=0 alle mit ß, und für 1^=1 alle mit 
behafteten Glieder verschwinden. Also: 

(Die Functionen F^. und J* verschwinden für 
TT w 

X=sO; die Functionen F^ und F^ verschwinden 
für li = i. 

Es handelt sich nun darum, mit Hülfe der Differential- 
gleichungen (16.) und mit Hülfe der Eigenschaften (17.) die von 

1 und Aj abhängenden Functionen F^ wirklich "zu finden. Zu- 
nächst werden wir mit Hülfe von (16.) und (17.) darthun, dass 
jede dieser Functionen das Product zweier Factoren ist, von wel- 
chen der eine nur A, der andere nur l^ enthält. 

Da die Functionen F^ den Differentialgleichungen (16.) Ge- 
nüge leisten, so ergiebt sich zunächst, dass jede derselben die 
Form besitzen muss: 

(18.) 1^ == uW v{X,) + uw v(i,) , 

wo u{x)f V{x) sowohl, als auch v{x)y V(x) particuläre Integrale 
der Gleichung: 

^''■^ 7T=^ l log .)' = ^'^ + ('*• - '^ t^) ^ 

sind. 

Die Functionen F^, d. L die Functionen F^ und F^ ver- 
schwinden nach (17.) für 1^=0, und sind also von l und A^ in 
solcher Weise abhängig, dass sie, welches auch der Werth von 
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Aj sein mag^ immer verschwinden, sobald man nur 1=0 setzt. 
Bezeichnet man also wie in (18.) den Werth dieser Functionen 
F^ mit 

(20.) F^ = u{l) v(l,) + Vil) V{1,) , 

so muss, welches auch der Werth von Aj sein mag, inmier 

■u{0) vM + U(0) FM == 

sein. Daraus folgt, dass der Quotient 

einen constanten, nämlich einen von A und l^ unabhängigen 
Werth hat. Bezeichnet man diesen mit C, so wird: 

mithin, was die Formel (20.) anbelangt: 

(21.) 4 = v{l,) I u{k) + CU(X) I . 

Somit ist also nachgewiesen, dass jedwede unter den Functionen 
F^ und F^ das Product zweier Factoren ist, von denen der 
eine vil^) nur Aj, und der andere u(k) + Cü(l) nur l ent- 
hält. Jeder von diesen beiden Factoren ist übrigens, wie bei- 
läufig bemerkt werden mag, ein particuläres Integral der Glei- 
chung (19.). Denn v(x) sowol, als auch u(x) + CU(x) werden 
janer Gleichung Genüge leisten. 

Zu ganz demselben Resultat gelangt man nun andererseits 

auch in Betreff der Functionen F^' d. i. in Betreff der Functionen 

p 

F^ und F^, Setzt man nämlich wiederum wie in (18.): 

)nen F^ 
Aj = 1 verschwinden , so ergiebt sich : 

f4{k)v{i) + U[k)V{i) «0, 
und daraus folgt, dass der Quotient 

m_ 

u(X) 

einen constanten Werth haben muss. Bezeichnet man diesen mit 
C, so ergiebt sich 

(22.) f;=^u(x)^vm + cnx,)^, 

d. h. jede der Functionen F^ , F^ ist das Product zweier Factoren, 
von denen der eine nur A, der andere nur l^ enthält. 



und beachtet man, dass diese Functionen F^ zufolge (17.) für 
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Die Formeln (21.) und (22.) zusanunengenommen beziehen 
sich auf sämmtliche Functionen F^ mit alleiniger Ausnahme von 
F^, Wir wollen nun schliesslich nachweisen, dass von F^ 
ebenfalls dasselbe gilt, dass nämlich F^ ebenfalls das Product zweier 
Factoren ist, von denen der eine nur A, der andere nur X^ enthält. 

Zufolge (18.) können wir setzen: 

(23.) 2^ = «(i)KAi) + U{l)V{X{), 
wo u{x)y TJ{x), und ebenso auch v(x)y V{x) particuläre Integrale 
der Differentialgleichung 

■^ i—x^ (d log a:)« \i--x*} 

sind. Diese Differentialgleichung mag im Folgenden mit 
[F, o;] = bezeichnet werden. 

Nun sind F^ die Coefficienten in der Entwickelung: 



'^2a^'^{i + A»)(i + Ai») — 4Ui cos a — (i — A8)(i — A^«) cos * 

= 2Z 1% ' cos J3Ü • COS q'P . 
p q 

Integrirt man hier auf beiden Seiten nach fl und (D, und zwar 
jedesmal zwischen den Grenzen und 27t, so ergiebt sich: 

= 471»-/;;. 



2a^JJ 



V2^JJ y (i+A«)(14-Ai«) - 4AAi cosÄ - (1-A«)(i-Ai«) cos c^ 

Substituirt man nun für i^ auf der rechten Seite den Werth (23.), 
und setzt man, nachdem solches geschehen, zuerst A = 0, sodann 
zweitens A^ = i, so erhält man successive die beiden Formeln: 

-7= r f , = 471« . / u{p) . t;(AO -h lT{p)'V{)^) \ , 





^«■5«' 





Diesen beiden Formeln kann man , falls man für X , X^ den Buch- 
staben X setzt, folgende Gestalt geben: 



2w 

da 



Au{x) + BU{x) ^J-—= 



-]/ i — 2x cos a -h x^ 
' 



cv{x) + Dv{x) = r 



^'^ rf* 



i]/^ 



4> 

+ a;2 cos* — 
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YTO Ay By C, D Constante sind. Da u(x), TJ(x)y v(x)y V(x) 
particuläre Integrale der in (24.) angegebenen Diflferentialgleichung 
[Fy x] = sind , so gilt gleiches auch von den Aggregaten 
Au{x) + BV{x) und Cv{x) + DV(x). 



Die beiden Functionen 

2lF 



( -"> -Stt^. 



dB 



C08 ö + ^' 

(25.) 

dS 



\ " 



w{x) =y* 



Bind demnach particuläre Integrale der in (24.) an- 
gegebenen Differentialgleichung [F, x'] =0. 

F^ ist eine von X und X^ abhängende Function, welche 
gleichzeitig sowohl der Differentialgleichung [2^, A] = 0, als 
auch der Differentialgleichung [jF, Aj] = Genüge leistet Nun 
sind w{k) und W(X) zwei particuläre Integrale für [JP, k] = 0, 
mithin ist, falls man unter C und D irgend welche von X unab- 
hängige Grössen versteht: 

das allgemeine Integral dieser Gleichung. Folglich muss, weil 
F^ dieser Gleichung Genüge leistet, F^ die Form haben: 

wo C und D unabhängig von X sind, also nur noch X^ ent- 
halten. Also : 

(26.) F^ = w{k) r(k,) + W{X) mi)- 

Uebrigens müssen die hier vorkonmienden nur von X^ abhängen- 
den Functionen r(X^) und B(Aj) particuläre Integrale der Diffe- 
rentialgleichung [F, Ä.,] = sein, weil F^ dieser Differential- 
gleichung Genüge leistet. 

Wir haben früher gesehen, dass der Ausdruck % einen 
endlichen Werth behält, wenn man X bis hin abnehmen 
lässt. Gleiches muss demnach auch von allen in der Ent- 
wickelung von % auftretenden Coefficienten F^ , mithin auch 
von F^ gelten. Von den beiden in (26.) vorkommenden 
Functionen w(X) und W{X) wird aber, wie man aus (25.) 
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erkennt *) , die letztere für X = unendlich gross. Demnach 
kann in F^ ein mit W(}) behaftetes Glied nicht vorkommen. 
Und es muss sich also die Formel (26.) reduciren auf 

(27.) -F^«trW . r(A,), 

d. h. F^ wird, ebenso wie alle übrigen Functionen F^, das Pro- 
duct zweier Factoren sein, von welchen der eine nur X, der an- 
dere nur Aj enthält. 

Also : 
Der Ausdruck 

(28 ) SC = 

•/2^ ^{i + k^){i 4 Ai >) — 4^^i cos n — {l — A«)ci — Zi ») cos <^ 

kann in eine Reihe von folgender Form entwickelt 
werden: 

(29.) % =^ :S2 C^ ' J«(A) • A^li) • cos pn, • cos q<P, 
p q P P P 

WO die J*(A) allein von X, die A^{Xj) allein von k^ ab- 
hängen, und wo die C^ Constante sind. 

Um diese Functionen / und A, sammt den Constanten C, 
wirklich zu bestimmen, bediene ich mich eines Hiilfssatzes, wel- 
cher so lautet: 

Hülfssatz. „Sind U = U(x) und V=V(x) irgend zwei 
„von X abhängende Functionen, von welchen die letztere für 
,^x = Xo verschwindet , während die erstere für x= Xo von 
„ISTull verschieden bleibt, so ist der "Werth, welchen das 
„Integral 



f 



cos vG ' dG 



2n + / 



o V^ ' (U— rcoß G) 2 



*) Für X = Ö wird 

dG 



Wip) « J^ 



G 

sui-sr 



Nan ist das unbestimmte Integral 



/- 



== 2 log tg -T- -}- Const. 



G " ^ 4 

sm- 

Dieses wird aber für ö = ö , und ebenso auch für ö «= 27r unendlich gross. 
Demnach ist der Werth von 7F'{0) entweder unendlich gross oder von unbe- 
stimmter Grösse. 
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„fvi X = xo aniiiimnt, gleich 






wo J^ den Werth besitzt: 



an-{-av-\-i 



jv 2n + i • 2n + 3 ' ' 2n + 2v'- i 2n 



n 2 • 4 . • . 2v 2" * 

„Die Werthe von /f^, J'^, //^ sind demnach z. B. folgende: 

Jl^i' 2n, 



ji 2n + i 2n 

J 



n 2 2 ' 

2 2n -\- i ' 2n + 3 27t 



n 2-4 2« * 

„Vorausgesetzt wird bei diesem Satze, dass n sowohl als v 
„irgend zwei positive ganze Zahlen sind." *) 



*) Durch Entwickelung von 



nach steigenden Potenzen von V ergiebt sich: 



pjoo 2Pji r^cos^e 



^w-hi ^ = 2n 3n-f 3j>4-i ' 

{U—VconB) 2 U 2 

wo J^ die oben angegebene Bedeutung hat. Beachtet man nun , dass das Integral 

2lF 

f cos ^S • cos v9 ' d9 

^ 2;r 

fm p <i V gleich Null und für /> = v gleich "ö^ ist, so ergiebt sich aus 

dieser Formel, wenn man mit cos vQ multipiicirt , und sodann nach S zwi- 
schen und 271 integrirt: 

/^"^ cos v9 ' dB ^Iv^ f ^ , ^ ^ I » ^* I \ 

(^7— rcos 9) 2 JJ 2 

wo A, B, ... gewisse Constanten sind, auf deren Werthe es hier nicht wei- 
ter ankommt. 

Wenn man jetzt endlich durch T^ dividirt, und sodann das in XJ und V 
enthaltene x gleich Xo werden lässt, so ergiebt sich, weil der Voraussetzung 
nach V für x s=s Xo verschwindet : 

2w aV 

cos v9 ' d9 \ ^n 



(/£ 



an-Vl \ / \ 2n-\-2v-\-l 



r*(tr-rcos«) « /,^,„ (i^w) 

und hiemit ist der oben angegebene Hülfssatz bewiesen. 
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Setzt man den bei % (28.) im Nenner unter dem Wurzel- 
zeichen stehenden Ausdruck ' 

(30.) {i + l^(i + iti») — ^Ui cos 12 — (i — ;i8)(i — A,8) cos * = if , 
so lautet die hier auszuführende Entwickelung (29.) folgendermassen : 

(31.) ~ = ^2: ')f2i^ . Cl . Jl{X) • Am^) • cos pSl . cos q<i^ . 

Daraus ergiebt sich, wenn man mit cos ^fl multiplicirt , und 
nach fl zwischen und 2n integrirt: 

f ^"^-P^'^^ == 2;r V2^ . ^t?| J|(A)4(A,) cos ^cj., 

folglich, wenn man mit (4AXj)^ dividirt, und sodann A=0 setzt: 

(32.) ( / - ^^ • '^f W W^- ^^/ • (1^) • ^ • cos ... 

Auf das links stehende Integral lässt sich nun unser Hülfssatz 
anwenden; man hat zu diesem Ende in jenem Satze A an Stelle 
von Xy ferner 
(1+A2)(i+Ai2)_(l— A2)(l— Aj2) cos O an Stelle von F, und 

iXk^ an Stelle von Y 

zu nehmen. Man erhält alsdann für das in Rede stehende Inte- 
gral folgenden Werth: 



(/ 



'^ COS pn. ' da \ ^0 



^ (4^^i)^ • ^ >/=^ ((l+A,«)-(i-/,>)cos*#>)"^~" 

Substituirt man diesen Werth in (32.), multiplicirt sodann jene 
Gleichung mit cos qO, und integrirt zwischen (D :== und 
(D==2ft, so ergiebt sich: 

2yr 



(33.) 4 f- ooo^*ä^ 4...y2^.c».f:^\^\ 

Baraus folgt, dass die rechts stehende Function 






von dem links stehenden Integral nur durch einen constanten 
Eactor verschieden ist. 

Nun wird es aber offenbar in der Entwickelung (31.) bei 
Bestimmung der beiden Functionen J^{X) und A^{X{) nur darauf 
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ankommen, diese Functionen bis auf irgend welche constante 
Factoren zu bestimmen. Ist dieses nämlich geschehen, so wird 
man dann die in jener Entwickelung noch enthaltenen Constanten 

1 

Cp immer so wählen können, dass der Ausdruck — jener Ent- 

Wickelung wirklich gleich wird. 

Zufolge (33.) können wir demnach für die Function 



den Werth 



27r 



COS q^ ' d*P 

~/ {^±£ 

o ^(i + Aj») — (i — Ai») cos *j 3 

nehmen, wo y einen cons tauten Factor Torstellt, den wir nach 
Willkühr wählen können. Wir nehmen 

2 2 
und haben dann also: 

2p-\-l 2^ 

/o.v ^p(^) 2 ^ r cos q4> ' d^f' 



2p-^l 



^ /(i+Ai2)_(i_;i,2)cos*j 3 

Hieraus ergiebt sich, wie sogleich mit Eücksicht auf das später 
Folgende bemerkt werden mag, wenn man mit (i — X^)^ dividirt: 

2V^1 2-K 

^p(^i) __ 2 2 n cos r^ • d<i> 



2p-\-l 



^^ ^^ (i—A^a)«. f(i+;ii2)— (i—Zia)co8*j ^ 

Der Werth , welchen das rechts stehende Integral für X^ = 1 
annimmt, lässt sich wiederum bestimmen durch Anwendung unse- 
res Hülfssatzes. Derselbe ist nämlich jenem Satze zufolge gleich 



p 



2p + 2q-\.l 



2 3 

Demnach ergiebt sich aus der Formel (35.), wenn man darin 
Aj = i werden lässt : 






2ji 2pAr2q-\-l 271 -2« 

2 2 
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eine Formel, welche später bei Bestimmung der Constanten CJ 
von Nutzen sein wird. 

In (34.) haben wir die Function Alß^) bestimmt. In ähn- 
licher Weise wie dort lässt sich nun andererseits auch die 
Function 7j(A) bestimmen. 

Wir gehen dabei wiederum aus von der Gleichung (31.). 
Multiplicirt man diese mit cos qO, und integrirt sodann von 
0=:O bis 0=^27t, so erhält man: 



/ 



cos q^ • d<f» 

P P 



^ ^ 



= 2;il/2^ . ZCl jliX) . Al{l,) • cosi^, 



oder, wenn man mit {1 — A^* (1 — A^^^ dividirt, und sodann 
Aj = i setzt: 

2fr 



(/^ 



cos Q*t* ' d*P 
(37.) ■ ' * 



(1— X»)«'(l— Ai«)«. M^ 






C08i7i2. 



(i-A,»)«l 



_ p ^ (i-A*)« 

Der Werth, welchen das links stehende Integral für Aj=i 
annimmt, kann sofort durch Anwendung unseres Hiilfssatzes 
bestimmt werden, wenn man dort X^ statt x^ femer 

(l + >l^(i + >li2) ~ m.^ cos ß statt JJy und 
(i — A«)(l — A^^ statt F 

nimmt. Man findet dann, dass jener Werth gleich 

^0 



2q-\-l 



(2{i 4- A«) — 4k cos n\ 2 

ist. Substituirt man diesen Werth in (37.), multiplicirt man so- 
dann jene Formel mit cos pQ, und integrirt endlich zwischen 
£i =0 und fl = 27t , so ergiebt sich : 

(38.) Jlf~ eos^i2..i2 ^^ (J^^ 

*^ f2(i4-A«) — 4AcosÄj 5 ^ ' ^' ^ 'h^:=i 

Daraus folgt, dass die rechts stehende Function 



von dem links stehenden Integral nur durch einen constanten 
Factor verschieden ist. Diesen Factor können wir nun wiederum 
nach Willkühr wählen, und können demnach setzen: 
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Sq + l Stt 

•^p W 2 s r cos pa • da 

(39.) ^ ' ^ 



f. 



H — Wi 2n J . vj?«±i 

^ ' (2(i + ;i8) — 4;i cos i2j 9 

Setzt man diesen Werth der Function 



(i — Z«)« 

in (38.) ein, so ergiebt sich zur Bestimmung der Constanten C^ 
folgende Formel: 



d. i. mit Rücksicht auf (36.): 









ö »^ 2n 271 ' 2^ ^ 



oder : 



//« = 2« • //« • C« 
p p 



Daraus folgt: 



1 ^n 



271 



P 2a ^q ' 

p 

Nun ist nach Seite 27: 

^ ^ 2p + i' 2p + S ' • » 2p + 2g — i 

p ~ 2-4 • . • 2q 2^ ' 

^g ^ i ' 3 • • 2g — i 27r 

^^ "~ 2 • 4 • 2g 2« 

Demnach wird 

^q ^ 1 ' 3 ' - 2q — i 1 



P 2p + 1 2p + 3 ' 2p + 2q — 1 2a ' 

oder was dasselbe ist 

M^^ ri ~ (J- 3 • ♦ ^p-iXi-^- ■ ■ 2g~i) i 
C4Ü.; c^ — 13' 2p + 2q — l ^ 2« ' 

mithin: 

(41.) e; = <. 

Durch die Formeln (34.), (39.) und (40.) sind die in der 
Entwickelung 

X « -4=:--l_ « 2:2 cl . 7«(A)- .if(z,) coBpa cos g* 
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vorkommenden Functionen A^{1^), J^(X) und die darin enhaltenen 
Constanten C^ bestimmt. Wir können demnach folgendes Resul- 
tat aussprechen: 

Der Ausdruck 

1 1 

(42.) %^ 



ylö« -/(i+A«)(i+;i«) — 4AAi cos ü — (i— A«)(i— Zi«) cos <P 

lässt sich, falls die Werthe von X und X^ den Be- 
dingungen 

< X <: X^ < 1 

unterworfen gedacht werden, immer durch folgende 
Entwickelung darstellen: 

(43.) % = zsC^Jlil) ' -4(;i0 • cos pn, • cos q^, 
p ü 
wo die Constanten C und die Functionen /, A die 

Werthe 

,« i (1- 3' ' ' 2p— 1) {i . S' 2g — 1) 



(44.) 



Ol 



2a 



1' 3 ' ' ' 2p + 2q — l 



* - ^^ /; 



COS pG • dG 



Sq-^l' 



I ^«(X0= -^ 

^ P^ ^^ 271 



( 1 — 2A COS Ö + xA 
cos qS • dS 



f 

(sin« -f- + ii' 



COB' 



I) 



^j»-hi * 



besitzen. *) 

Man kann die in (44.) für die Functionen /, A angegebenen 
Ausdrücke auf mannigfaltige Weise umgestalten. So findet man 
z. B., falls man sich der Transcendenten 

(45) />) = ^ • /- 



cos qB • dG 



lx—yx^—1 cos G\ 3 



bedient, die Werthe: 

(46.) ' ^^ 



1 4^h) = 



y ^ 



fx-ity 



♦) Man kann den Werth Ton Ö^ auch so darstellen: 






n{2p) • 77(2ö') /7(i? -h ?) 



/7(2i> H- 2y) ll{p) ' n(q) ' 
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femer, falls man sich der Transcendenten 



(*'•) ^>)=^/ 



1 r «08 qS • d9 



2p ^1 



(i — X COS öj 2 

bedient, die Werthe: 

(48.) ^ 

4(^i) ==)/i+7;i (t+v)'' • ^^^ {t^ ' 
Endlich findet man, falls man sich der hypergeometrischen Reihe 

(49.) F(a,ß,y,^)^l + ^^+ ^.J.y/y^7 ^' + >- 
bedient, die Werthe: 



(50. a.) //(A) = 



=(i) 



<V_2,+,,J,+S,..2,+2,-f ,,.„_„,. „,^4,„^.J^,^.,, „,, 



1-2-p ^ / v> • 2"^" ' 2 



(50. b.) ^*(i,) = 



-©•• 



i^'>±^^aiji|±fc?.,r.(,-«'.fl,+|,,«+|.2,+,, <-...). 



Durch die Formeln auf Seite 16 und 32 gelangen wir nun, 
was die reciproce Entfernung zweier Puncte anbelangt, zu fol- 
gendem Ergebniss: 

Die reciproce Entfernung zweier Puncte x, y, z 
und a?!, yi, z^i 

hat, falls A, w, q) und Aj , w^ , qpi die neuen Coor- 
dinaten jener Puncte vorstellen, den Werth: 

,-. , ^ i •}/ i-'2X cos w + ;i» -V 1 — 2^1 cos wi 4- A,» 

(51.) x= •— — - ^ ^ — 

^2a^ y(i+;L8)(i+;Li2) — 4A;.iCos(ai— wi)— (1— Aa)(i— Ai2)cos((p— yi) 

Dieser Werth lässt sich, falls der Punct A, w, qp 
auf einer engeren, der Punct Aj, w^, q)^ auf einer 
weiteren Ringfläche liegt, d. i. falls X < i^ ist, 
durch folgende Entwickelung darstellen: 

(52.) r = J? • Äi . 2201. Jl(l)' ^J(Ai) • cosi?(w-a)0 • cos qisf-ipx). 

P 9. 
Neamann, Elektr. Vertheil. i. e. Ringe. 3 
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Hier haben R und R^ die Bedeutungen: 

( JR = V i — 2A cos öl + ;i» , 
(53.) { _ \ 1 

Ferner stellen hier die Cj gewisse Constanten 
vor, deren Werthe man in (44.) angegeben findet, 
und die «^(A) und Al{X^) gewisse Functionen, deren 
Werthe in (44.), (46.), (48.) und (50.) in vier ver- 
schiedenen Formen aufgeführt sind. 

Es mag aus dieser allgemeinen Entwickelung noch eine 
besondere Formel abgeleitet werden, welche für das Folgende 
nothwendig sein wird. Wenn man die Gleichungen (51.), (52.) 
durch RRi dividirt, und zugleich 1^=1, 0)^=0 setzt, so 
ergiebt sich: 

y 2a^ y2{l-\-V) — «Acosw p« ^ ^ ^ 

Nun ist, wie aus (44.) folgt: 



Daraus folgt, dass 

für 3=0: ^(l)=i, hingegen 

für andere Werthe von q\ J^{1) = wird. 

Somit geht unsere Formel über in: 



2ay 1 — 2X cos W + A2 p ^ ^ ^ 

p y 

oder, weil nach (44.) C^=— - ist: 

P 2a 

i 

= 2 *^pW ' cos pco. 



y i — 2X cos w + A» p 

Mit Anwendung der Bezeichnungen (53.) ergiebt sich daher: 

== 2 JJ}) ' cos jpw, 
(54.) ^ "' ^ 




— 2 JAh)' coaptoi- 
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§• 4. 

Allgemeine Formeln. Die Transcendente 

cos qB ■ dB 



F^ix^ = J-.r """^ 

^ 



X cos ^ 

wird für das aus «, /?, ß zusammengesetzte Argument 

cos CK ' COS ß 

X = 

1 — sin « • sin /? • cos St 

nach den Cosinus der Vielfachen von ß entwickelt. 

Auf Seite 32 haben wir eine Entwickelung gefunden , welche, 
(falls wir für C^ seinen Werth substituiren) folgendermassen lautet: 

V~2" 



(1.) 



y (i+;i2)(i+Ai>) — J^Uy cos Ä — (i— A«)(i— Ai«) cos * 



und welche immer gültig ist, falls 

< A < ;ii < 1 

ist. Die Functionen / und A lassen sich mit Hülfe der auf 
Seite 33 betrachteten Transcendenten l^(a?) so darstellen: 

Substituirt man diese Werthe, und setzt man zugleich zur Abkürzung 

_ {!' 3- ' ' 2p — l){l' 3-' 2q — l) 
W «^g — i. 3. . . 2p + 2q — l 

(2.a.) «,« ^i^P)'^i2^) ^(P + ^) 



^ ni2p + 2q) n{p)-n(q)' 

so verwandelt sich die Formel (1.) in 



^ ^^ y (i + A»)(i + Aj«) — 4;tAi cos Ä — (1 — ;i«)(i — Ai«) cos «#» 
Und diese Formel verwandelt sich, wenn man 

(4 ) =ss sin a . T—, — T":: = sm p » 

^ ^^ i + il» ' i + >ti* 
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mithin: ^ i^ ± j 2 

setzt , in : 



(5.) 



"^ 1 — sin « sin /S cos li — cos a cos ß cos 4> 
= 2Z a cos« « J^Csin «) • sin^ /9 -^5(cos ß) • cos «il cos q4>. 

Diese durch ihre Symmetrie ausgezeichnete Formel wird, da die 
Gleichung (1.) gültig ist, so lange 

< A < Ai < 1 

ist, stets gelten^ sobald 

< a < ß < Y 

ist. 

Setzt man in (5.) a = 0, so erhält man: 

(6.) ^ = -2'2" a FliO) . sin^ ß F^(cos ß) . cospü cos q^. 

y i — cos ß cos * 1» « 

Nun ist, wie sich aus der Definition unserer Transcendenten 

^{x) sofort*) ergiebt, der Werth von 1^(0) immer Null, mit 

alleiniger Ausnahme des Falles, dass p=0 ist, nämlich 

Somit geht unsere Gleichung (6.) über in 

i 

(7.) . = -2" a F^icos ß) • cos q4*. 

y i — cos /9 cos cf» g ög o\ ^J 

Setzt man demnach cos /? = a?, und beachtet man, dass zufolge 
(2. und 2a.) a^ =1 ist, so folgt: 

1 

/ . = -2" ifjCa?) • cos q<P, 

y 1 — iP cos * g ^ 

oder 

(8.) . = Y^' ^ ^oi^) ' <^08 ö'*. 



cos ^ 



K4^ 

Und zwar wird diese Gleichung, weil (7.) für jeden Werth von 
ß gilt, der zwischen und -^ liegt, für jeden Werth von x 
gültig sein, der zwischen und 1 liegt. Ein solcher Werth von 
X ist, falls a und ß wiederum wie früher Winkel vorstellen, die 



*) Nach Seite 33 ist: 



[1 — a; cos öl —^ — 
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zwischen und -s- liegen, und ß einen ganz beliebigen Winkel 
bedeutet, folgender: 

cos CK cos /3 



X = 



i — sin a sin /9 cos St 

Bezeichnet man nämlich in einem spährischen Dreieck, in wel- 
chem zwei Seiten gleich a und ß sind, und in welchem der von 
diesen eingeschlossene Winkel gleich ß ist, die dritte Seite mit 
y y so ist cos y = cos a cos ß -h sin a sin ß cos fl, folglich 

cos a cos ß 

cos « cos /9 + (i — cos y) 

Daraus aber ergiebt sich mit Rücksicht auf den für die Winkel 
«, ß festgesetzten Spielraum sofort, dass der Werth von x in 
der That immer zwischen und 1 liegt. 

Durch Einsetzung dieses Werthes von x verwandelt sich 
nun die Gleichung (8.) in 

(9.) ^ = 

y 1 — sin « sin /? cos jß — cos a cos ß cos ^P 

i -, ^a/ cos « cos /3 \ 

y i — sin a sin ^ cos £1 q ^\^ — sin « sin /9 cos Ä/ 

Und nunmehr ergiebt sich durch Yergleichung von (5.) und (9.), 
dass in beiden Formeln die auf der rechten Seite in cos qO mul- 
tiplicirten Factoren einander gleich sein müssen. Somit folgt: 

(10.) ^ . jg/ cos « cos /9 \ ^ 

y i — sin « sin ß cos Si ^V — - sin « sin /9 cos pJ 

= JP a • cos^ « ^(sin «) • sin** ß ^^(cos ß) • cos pSl. 

Wir sind also in (5.) zu dem Resultat gelangt, 

dass sich der Ausdruck 

i 



y 1 — sin a sin ß cos £1 — cos a cos ß cos 'P 

unter Anwendung der Transcendenten 

% ii—x COS0J— r~^ 

in eine nach den Cosinus der Vielfachen von ß und 
ö> fortschreitende Reihe entwickeln lässt; und haben 
ferner jetzt in (10.) gesehen, wie sich der Werth, 
welchen die Transcendente F^ipc) für das Argument 

cos a cos ß 



X 



1 — sin « sin /3 cos il 
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besitzt, nach den Cosinus der Vielfachen von ß ent- 
wickeln lässt. Vorausgesetzt wird dabei immer nur, 
dass 

< a < /? < y 

ist, während ß und ganz beliebig Werthe besitzen 
können. 

§. 5. 

Die Vertheilung der Elektricität im Ringe, 

Wir wollen uns einen die Elektricität leitenden Ring, 
nämlich einen Körper denken, dessen Oberfläche durch die Glei- 
chung A = Consi dargestellt wird, und diesen Körper uns um- 
geben denken von einem nichtleitenden Medium. Diesem Körper 
sei zu Anfang aus dem Conductor einer Elektrisirmaschine ein 
gewisses Quantum freier Elektricität mitgetheilt worden. Es 
fragt sich, wie wird sich diese Elektricität, wenn sie sich selber 
überlassen, d. h. keinen äusseren Einwirkungen ausgesetzt ist, 
auf der Oberfläche des Ringes vertheilen. 

Wir bezeichnen irgend ein Element der Oberfläche des Ringes 
mit dOy und dasjenige Quantum von Elektricität, welches nach 
Eintritt der hier gesuchten Gleichgewichtslage auf dO vorhanden 
ist, mit EdO; wir verstehen also unter E die Dichtigkeit 
der gesuchten elektrischen Schicht. 

Die Oberfläche des Ringes wird, wenn wir uns wie früher 
seine Achse vertikal und seine Aequatorebene horizontal denken, 
von jeder Fläche w = Const., d. L von jeder über seinem Polar- 
kreise stehenden Kugelcalotte in einem Horizontal kr eise, und 
andererseits von jeder Fläche 9) = Consi, d.i. von jeder Meridian- 
ebene in einem Vertikalkreise durchschnitten. Denken wir 
uns also von den Flächen des Systems cu = Consi und ebenso 
auch von denen des Systemes qp = Con8t. unendlich viele con- 
struirt, so werden wir dadurch auf der Oberfläche unseres Ringes 
unendlich viele Horizontal- und unendlich viele Vertikalkreise er- 
halten; und durch diese Kreise wird die ganze Oberfläche in 
lauter unendlich kleine Rechtecke zerlegt werden. 

Wir wollen nun zum Elemente dO eines von diesen Recht- 
ecken nehmen. Alsdann ist, wenn wir die Coordinaten für zwei 
einander diagonal gegenüberliegende Ecken dieses Rechteckes mit 
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X, (0, q) und l, cj + cko, q) + dq> bezeichnen, der Flächeninhalt 
dO dieses Rechteckes von folgendem Werthe: 

2a8A(i — iL«) . eUodfp 
"" (i— 2Aco8cü + >t«)> ' 

wie sich solches aus (11.) Seite 14 leicht ergiebt. Dabei bedeutet 
dann das in dieser Formel vorkommende l den Parameter unse- 
res Ringes^ d. h. den constanten Werth, welchen die Coordinate 
A für sämmtliche Puncte besitzt, die auf der Oberfläche des 
Einges liegen. Bezeichnen wir diesen Parameter mit X=c, so 
ist also: 

U.; au — ^i_2ccoB(o + c^y' ^ 

Denken wir uns nun auf der Oberfläche unseres Ringes eine 
ganz beliebige elektrische Vertheilung, so wird E irgend welche 
Function von co und q) sein; und demnach wird alsdann das auf 
dem Element dO vorhandene Elektricitätsquantum den Werth haben : 

(2.) MO ==: -F(oi, (f) • d(üd(p, 

wo F(a)y (p) irgend welche Function von w und qp ist. 



*) Ein Vertikalkreis auf unserer Kingoberfläche wird dargestellt durch den 
Schnitt dieser Oberfläche mit irgend einer Meridianebene , d. i. durch den Schnitt 
der Flache >t==c mit einer Fläche y = Const. Für die Puncte eines solchen 
Kreises sind demnach die Goordinaten X und tp constant, und oi allein yariabel. 
Und zwar erhält man sämmtliche Puncte eines solchen Y ertikalkreises , wenn 
man m von bis 2n wachsen lässt (wie sich aus der über den Werth von to 
getroffenen Festsetzung [Seite 6] leicht entnehmen lässt). Beachtet man 
ausserdem, dass man sämmtliche Yertikalkreise der Ringoberfläche erhält, so- 
bald man tp von bis 2;r wachsen lässt, so ist klar, dass man, um 
sämmtliche Puncte der Kingoberfläche zu erhalten, der Coor- 
dinate Ol, und ebenso auch der Coordinate (p alle zwischen und 
271 liegenden Werthe zuertheilen muss. Um demnach aus der For- 
mel (1.) die Oberfläche des Binges zu finden, muss man den dort für das 
Element dO aufgestellten Werth nach (a sowohl, als auch nach ip zwischen 
den Grenzen und 2jt integriren. Bezeichnet man also die Oberfläche des 
Ringes mit 0, so ergiebt sich: 

_ ^J^^J: 2a^e{i — e^)' dadip 
^—JJ (i— 2<?cosa> + tf«)« ' 

' ^ (i — 2e cos (o-j-c^y 
Hieraus folgt: /) __ o 2 «M^ + <^') 
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Wir wollen, was die hier vorUegende Aufgabe anbelangt, 
für den Werth von EdO folgenden Ansatz machen: 

(3.) EdO^ — — •^^> y) - dtodtpi 
y i — 2c cos oi + c* 

WO es sich nun also um die Bestimmung der Function /(w, cp) 
handelt. Diese Function besitzt, wie sich sogleich erkennen lässt, 
zwei Eigenschaften, durch welche ihre Ermittelung erleich- 
tert wird. 

Erstens muss nämlich bei der Gleichgewichtslage, um welche 
es sich hier handelt, die elektrische Dichtigkeit E von einem 
Vertikalkreise zum andern hin dieselbe sein, mithin E unab- 
hängig von cp sein. Gleiches wird demnach auch von der 
Function / gelten. 

Zweitens muss, was ein und denselben Vertikalkreis anbe- 
langt, bei der gesuchten Gleichgewichtslage die elektrische Ver- 
theilung auf einem solchen Kreise symmetrisch sein in Bezug auf 
die den Ki'eis halbirende Aequatorebene. Das heisst, es muss E 
in je zwei Puncten eines solchen Kreises , welche symmetrisch zur 
Aequatorebene liegen , ein und denselben Werth haben. Nun sind 
die (oCoordinaten zweier solchen Puncte immer so beschaffen, 
dass ihre Summe = 2rc ist Ist also ta die Coordinate des einen, 
so ist 271 — CO die des andern. Demnach muss der Werth von 
E, und zufolge (3.) also auch der Werth der Function / ungeän- 
dert bleiben , sobald man ca mit 27t — ca vertauscht 

Aus diesen beiden Eigenschaften folgt, dass / eine allein 
von CD abhängende Function ist, und zwar eine Function, welche 
sich nach den Cosinus der Vielfachen von w entwickeln lässt. 
Wir können demnach für EdO folgenden Ansatz machen: . 

-S* K cos pto 

(4.) EdO = ^ . dmdify 

■^ l — 2c cos w + c* 

WO die Kp zu bestimmende Constante sind. Wir wollen hinfort 
irgend einen auf der Oberfläche des Ringes liegenden Punct mit 
s bezeichnen, und demgemäss die Coordinaten desselben Xg, cjg, cpg 
nennen; wo dann Xg identisch ist mit dem Parameter c unseres 
Ringes. Dementsprechend mag auch der Inhalt des bei s liegen- 
den Flächenelementes mit dOg, und die auf demselben vorhandene 
Elektricitätsmenge mit EgdOg bezeichnet werden; so dass sich die 
Formel (4.) verwandelt in: 
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2 K^ cos »cü. 

V 



(5.) B,dO, = / == • rf«», d^, . 

y i — 2e cos w^ + « ' 

Unter JB wurde (Seite 34) der Ausdruck verstanden 

R = y 1 — 2X cos 01 + A« ; 

demnach wird JR^ derjenige Werth sein, welchen dieser Ausdruck 
annimmt, wenn man für X und io die Coordinaten des Punctes s, 
d. i. die Grössen A, = c und to^ suhstituirt. Also : 

(6.) R^ = -^1—20 cos <a^ + c^ . 

Somit geht (5.) über in 

i 

(7.) EfiO^ = ^- -TiTp cos i?oi^ • dfo^dff^ . 

Nun wird, falls sich die auf der Oberfläche des Ringes 
gedachte elektrische Schicht unter der gegenseitigen Einwirkung 
ihrer Theilchen im Gleichgewicht befindet, bekanntlich das Poten- 
tial dieser Schicht auf einen innern Punct des Ringes constant 
sein, nämlich ein und denselben Werth behalten, sobald man 
jenem Puncto im Innern oder auch an der Oberfläche des Ringes 
andere und andere Lagen anweiset. Ist Ea die Dichtigkeit 
der elektrischen Schicht auf dem Elemente dOg, und bezeichnet 
Tgi die reciproce Entfernung dieses Elementes von irgend einem 
Puncte z, so ist das Potential der elektrischen Schicht auf den 
Punct i gleich • 

(8.) ST,^:Es^s^ 
die Integration S ausgedehnt über sämmtliche Elemente dO, der 
ganzen Ringoberfläche. 

Die Constanten Kp in (7.) sind demnach so zu bestimmen, 
dass der Ausdruck (8.) für alle im Innern und an der Oberfläche 
des Ringes liegende Puncte i ein und denselben Werth hat. 

Für Tis erhalten wir nach (52.) Seite 33., weil i im Innern 
des Ringes liegen soll, und demnach 

M "^ ^8 f 

das ist: 

li < c 

ist, folgende Entwickelung: 

■ 

(9.) T^ = S.S, 22 C^ ■ JI{X.) . Al{e) cos p{m.-m;) cos ?(y,- y.). 

pq 

Für das in (8.) angegebene Potential ergiebt sich nun, wenn 
man für E^dO^ seinen Werth (7.) suhstituirt, und beachtet, dass 
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die über sämmiliGhe Elemente dO, der Bingfläche auszuführende 
Summation S auf zwei Integrationen hinauskommt^ von denen die 
eine nach o) zwischen w = o und a)==27r, die andere nach (p 
zwischen qp=o und q>=27t auszuführen ist, folgender Ausdruck 

ST^^s^s -JJ ^-^ rf^,*P,, 

* 

oder weil der Werth der Summe 2Kp cos pwg von Wg unab- 
hängig ist: 

(10.) S T^B^äO^ ^f I (^ A^ cos 110,,) f ^4 • da,, . 
Nun ist zufolge (9.): 

(11.) /— ^ = 2;r Ä. . ^ C; /;(i.) ^;(.) cos 1^(0,.- 0,,) , 

weil bei Ausführung dieser Integration alle diejenigen Glieder 
der Entwicklung (9.) fortfallen, welche mit den Cosinus der 
Vielfachen von (qp,- — gp,) behaftet sind, mithin nur diejenigen 
Glieder übrig bleiben, welche dem Stellenzeiger 2=0 entsprechen. 
Substituirt man (11.) in (10.), so folgt: 

und daraus folgt schliesslich: 

S Ti,E^dO^ « in^B. '^K^Cl jJ(X^ A^ifi) • cos pio, , 

oder, wenn man beachtet, dass nach Seite 32 und 34 



i 



2 J^(X.) cos poj. 
P 



ist: 

^K^Al{c)J^^(X,) cos pa,, 4^, 

p 

Damit nun dieser Ausdruck für alle Lagen des inneren Punctes 
i ein und denselben Werth hat, d. h. damit dieser Ausdruck von 
Xi und (Oi unabhängig wird, müssen die Werthe der Constanten 
Kp so gewählt werden, dass die Glieder der im Zähler befind- 
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liehen Summe von denen der im Nenner befindlichen Sunmie nur 
durch einen gemeinsamen constanten Factor verschieden sind. 
Dieses geschieht, wenn man 



P 

also: 



47i^KpA^^(ü) = y2a, 



(12.) K^ = 2^ 



^>) 



setzt, wo y eine beliebig gewählte Constante vorstellt; und zwar 
wird alsdann der Werth des Potentiales 

(13.) S T^^E.dO^ = r. 

Somit ergiebt sich, wenn man (12.) in (7.) substituirt, für die 
gesuchte elektrische Vertheilung folgende Formel: 

ya cos »w, 
(14.) EdO, = ---4 • 2 1- . d(o^dw. 

Die hier noch enthaltene willkührliche Constante y kann erst 
dann bestimmt werden, wenn die Masse freier Elektricität gege- 
ben ist, welche dem Einge zu Anfang mitgetheilt wurde. Ist 
diese z. B. gegeben = 1 , so muss y so bestimmt werden , dass 
das über die Oberfläche des Ringes ausgedehnte Integral 

S B^dO^ = i 
wird. 

Zufolge (1.) ist: 

♦■ 

(15.) dO^ = 1- ^ • ^' ' 






und nunmehr ergiebt sich durch Division von (14.) und (15.): 

y ' B^ ^ cos po}^ 

's 



(16.) E = — : — '- . z 



Wir gelangen demnach zu folgendem Resultat: 

„Die Art und Weise, in welcher sich eine dem 
„Ringe mitgetheilte Elektricitäts - Menge, auf 
„welche keine äussern Kräfte einwirken, auf der 
„Oberfläche des Ringes vertheilt, ist für alle 
„Meridiankreise des Ringes ein und dieselbe. 
„Demnach ist es, wenn man diese Vertheilung 
„kennen will, nur erforderlich zu wissen, in wel- 
„cher Weise sich die Elektricität auf einem Me- 
„ridiankreise vertheilt. Um nun die Dichtigkeit 
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„der elektrischen Schicht an den Puncten irgend 
„eines solchen Kreises angeben zu können, zie- 
„hen wir zunächst vom Mittelpunct *) des Ringes 
„aus an die Ringoberfläche zwei Tangenten, 
„welche in der Ebene des betrachteten Kreises 
„liegen, und sodann einen Hülfskreis, welcher 
„durch die vier Puncto, in denen die Ringober- 
„fläche von jenem Tangentenpaar berührt wird, 
„hindurchgeht. Die beiden Puncto, in welchen 
„die Aequatorebene von diesem Hülfskreise durch- 
„setzt wird, mögen A und B heissen; ferner mag 
„ein beliebiger Punct auf der Peripherie desMeri- 
„diankreises mit $, und der Winkel AsB mit (o 
„bezeichnet werden. 

„Alsdann lässt sich die Dichtigkeit E der elek- 
„trischen Schicht im Puncto s als Function von (o 
„sofort angeben. Versteht man nämlich unter c 
„den Parameter **) der Ringoberfläche, und unter 
„Al(c) den Werth: 

^^ % (sin« f- + «« cos« — ) -T- 
„so wird jene in s vorhandene Dichtigkeit E durch 

— cos 2?(U 

JS = g . {l — 2e cos 0) + c2)2 . j;. ^ 
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„dargestellt, wo g einen constanten Factor vor- 
„stellt, dessen Werth verschieden ist je nach der 
„dem Ringe mitgetheilten Elektricitätsmenge." 

In ähnlicher Weise, und ohne alle weiteren Schwierigkeiten 
lässt sich die Ermittelung der Gleichgewichtslage des elektrischen 



*) Unter dem Mittelpunct desrBinges ist derjenige Punct zu verstehen, 
in welchem die Achse des Einges und die Aequatorebene desselben einander 
schneiden. 

**) Ist für die beiden Kreise, in welchen die Bingoberfläche von der 
Aequatorebene durchschnitten wird, der Eadius des kleineren r, und der des 
grösseren jB, so hat dieser Parameter c den Werth: 

y r J2 — r 

e = — . . 

Y rit + r 
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Fluidams im Einge auch dann bewerkstelligen, wenn dieses ausser 
den Wirkungen, die seine eigenen Theilchen auf einander aus- 
üben, gleichzeitig noch den Einwirkungen irgend welcher gege- 
benen äusseren Kräfte unterworfen ist. 

In diesem Ealle kann man dann aber in (3.) für die Function 
f{u), y) nicht den Ansatz machen: 

/(w, y) = ^Ä"^ cos pw, 
p 

sondern muss vielmehr setzen: 

f K^ cos pta cos qw -j- L^ sin pto sin q(f \ 
JP « 1+ M^ cos p(o ain qip + IQ sin po) cos qip J 

Ist dieses geschehen, so hat man dann die hier eingeführten 
Constanten K, L, M, N bo zu bestimmen, dass das Potential 
der elektrischen Oberflächen - Belegung mit dem Potential der ge- 
gebenen äusseren Kräfte zusammengenommen eine Summe giebt, 
welche im Innern und an der Oberfläche des Ringes allenthalben 
constant ist. 

§. 6. 

Die Temperaturvertheilung im Einge, falls der- 
selbe an seiner Oberfläche überall mit beliebig 
gegebenen und unveränderlichen Wärmequellen 

in Contact ist. 

Es mögen zunächst einige allgemeine Bemerkungen voraus- 
geschickt werden, welche sich auf die Lösung dieses Problemes 
für einen homogenen Körper von ganz beliebiger Gestalt beziehen. 

Die Temperatur der Wärmequellen, mit welchen der Körper 
an seiner Oberfläche in Contact steht, soll an allen Stellen der 
Oberfläche gegeben sein, soll also gleich sein einer gegebenen 
Function derjenigen Coordinaten, durch welche der Ort eines 
Punctes auf der Oberfläche des Körpers bestimmt wird. Diese 
gegebene Function mag mit F bezeichnet werden.*) 



*) Handelt es sich z. B. um die Lösung des Problemes für den yon uns 
betrachteten Bing, so wird dieses F eine gegebene Function von cj und (p 
sein; denn ct> und (p sind ja diejenigen Coordinaten, durch welche der Ort 
eines Punctes auf der Oberfläche unseres Binges seine Bestimmung findet. 
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Femer mag sogleich bemerkt werden, dass unter s und a 
immer Punete verstanden werden sollen, welche irgendwo auf der 
Oberfläche des Körpers liegen. Andererseits soll t einen Punct 
vorstellen, der sich im Innern des Körpers befindet; und endlich 
a stets einen Punct bezeichnen, der ausserhalb des Körpers liegt 
Der Punct i soll sich im Innern des Körpers beliebig bewegen, 
auch bis zu seiner Oberfläche hin fortgehen können, die Ober- 
fläche aber niemals überschreiten dürfen. Und ebenso soll sich a 
in demjenigen Räume, der ausserhalb des Körpers liegt, beliebig 
bewegen, und von Aussen her bis zur Oberfläche des Körpers 
hingelangen können, aber ebenfalls diese Fläche niemals über- 
schreiten dürfen. 

Nachdem wir solches festgesetzt haben, können wir nun dem 
Probleme, um welches es sich hier handelt, wie sich leicht über- 
sehen lässt, auch folgende Fassung geben: 

Es soll die Oberfläche des Körpers der Art mit 
Masse belegt werden, dass das von dieser Bele- 
gung auf einen Punct i ausgeübte Potential einen 
Werth besitzt, welcher, sobald sich t nach irgend 
einer Stelle der Oberfläche des Körpers hinbe- 
wegt, immer demjenigen Werthe gleich wird, 
welchen die gegebene Function i^ an jener Stelle 
der Oberfläche besizt. 

Ist nämlich eine Massenbelegung gefimden, welche die hier 
verlangte Eigenschaft besitzt, so wird das von dieser Massen- 
belegung auf einen Punct i ausgeübte Potential denjenigen Werth 
vorstellen, welchen die gesuchte Temperatur des Körpers im 
Punete i besitzt. 

Ist q^ die Dichtigkeit einer beliebigen Oberflächen -Belegung 
im Punete a, so ist das von dieser Belegung auf einen Punct i 
ausgeübte Potential V. von folgendem Werthe: 

WO T, die reciproce Entfernung zwischen i und a, femer dO^ 
ein bei a liegendes Oberflächenelement vorstellt, und endlich S 
eine über die ganze Oberfläche ausgedehnte Integration andeutet. 
Dem zuvor Gesagten zufolge wird also der Werth F^, welchen 
dieses Potential im Punete i besitzt, die gesuchte Temperatur im 
Punete i vorstellen, sobald es nur gelingt, die Dichtigkeit q der 
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Art zu bestimmen^ dass V., sobald i nach irgend einem Functe s 
hinrückt, gleichwerthig wird mit jP , d. h. gleich wird demjenigen 
Werthe, welchen die gegebene Function F im Puncte s besitzt. 

Gelingt es also — so können wir uns kurz ausdrücken — 
q der Art zu bestimmen, dass für alle Functe $ 

(1.) S T,^<l,dO, = F^ 

ist, so wird alsdann das durch die Formel 

(2.) S T^<l,äO^ == r, 
bestimmte F^ denjenigen Werth vorstellen, welchen die gesuchte 
Temperatur des Körpers im Puncte i besitzt. 

Die Aufgabe, um welche es sich hier handelt, lässt sich nun 
zurückführen auf eine einfachere Aufgabe. 

Wir wollen uns irgendwo im Innern des Körpers einen Punct 
i mit der Masse + 1 gegeben denken, und uns femer eine Ober- 
flächqjibelegung des Körpers denken, welche, was ihre Einwir- 
kung auf äussere Puncte anbelangt, ersetzt werden kann durch 
die im Puncto i vorhandene Masse + 1, welche also so beschaf- 
fen ist, dass ihre Einwirkung auf äussere Puncte vollständig auf- 
gehoben wird, sobald wir in dem gegebenen Punct i eine Masse 
von der Grösse — 1 anbringen, und diese gleichzeitig mit in 
Wirkung treten lassen. 

Eine derartige Massenbelegung wird, wie sich leicht nach- 
weisen lässt, immer existiren, nämlich existiren, welche Form 
der- gegebene Körper, und welche Lage der gegebene Punct i 
im Innern des Körpers auch immer haben mag. Ich werde 
diese Belegung, welche eben nur von geometrischen Verhältnissen, 
nämlich nur von der Form des Körpers und von der Lage des 
innem Punctes i abhängt, „die dem Centrum i entspre- 
chende Oberflächenbelegung" nennen; und nun zeigen, 
wie sich das Wärme -Problem, um dessen Lösung es sich hier 
handelt, immer mit Leichtigkeit absolviren lässt, sobald diese 
Oberflächenbelegung gefunden ist. 

Wir wollen die Dichtigkeit, welche die dem gegebenen Cen- 
trum i entsprechende Oberflächenbelegung im Puncte s besitzt, 
mit Jff , oder genauer mit IT bezeichnen. Der obere Index i 
soll nämlich andeuten, dass der Werth von E^ nicht allein von 
der Lage des Oberflächenpunctes «, sondern gleichzeitig auch noch 
von der Lage des gegebenen innem Centrums i abhängt. Der 
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Definition dieser Oberflächenbelegung zufolge wird dann für jeden 
Punct a 

(3.) S T^KdO^ = T^, 

sein. Und zwar wird diese Gleichung gültig bleiben, wenn sich 
a ausserhalb des Körpers beliebig bewegt, sogar dann, wenn a 
während seiner Bewegung bis zur Oberfläche des Körpers hin 
fortschreitet. Es wird also diese Gleichung gültig bleiben, wenn 
wir den Punct a mit irgend einem Puncte o vertauschen; folglich 

(4.) S T,,HidO, ^ T^ 

sein. 

Setzen wir nun in (2.) für T^. den Werth (4.) ein, so folgt: 

SS q,T,^s\do^do^ =^ r., 

d. i. 

S(S T^,Q,dO^) sldO^ = F.. 
Und hieraus ergiebt sich durch Anwendung der Formel (1.) sofort: 

(5.) s^X^O^^ V,. 

Ist nun die dem Centrum i entsprechende Oberflächenbelegung 
gefanden, der Werth von IT also bekannt, so finden sich hier 
auf der linken Seite nur bekannte Grössen vor; denn F^ stellt ja 
eine gegebene Function vor. Andererseits befindet sich auf der 
rechten Seite die gesuchte Temperatur des Körpers, nämlich der- 
jenige Werth F^, welchen diese Temperatur im Puncte i besitzt. 
Demnach ist also die vorhin ausgesprochene Behauptung als rich- 
tig documentirt, nämlich gezeigt, dass man F. sofort finden kann, 
sobald es gelungen ist die dem Centrum i entsprechende Ober- 
flächenbelegung zu ermitteln. 

Wir können das erhaltene Resultat kurz so zusammen- 
fassen: 

Befindet sich ein Körper auf seiner Oberfläche 
ringsum mit beliebig gegebenen und unveränder- 
lichen Wärmequellen in Contact, so findet man 
die Temperatur F^., welche unter diesen Umstän- 
den nach Eintritt des stationären Zustandes in 
irgend einem Puncte i des Körpers vorhanden sein 
wird, durch Anwendung folgender Formel: 

(6.) V, == SF^SJäO^. 
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Hier stellt jP die gegebene Temperatur vor, 
welche der Körper in Folge der ihn berührenden 
Wärmequellen im Oberflächenelemente dO^ be- 
sitzt. Und andererseits stellt hier III diejenige 
Dichtigkeit vor, welche die dem Centrum i ent- 
sprechende Oberflächenbelegung, ebenfalls im 
Elemente dO , besitzt 
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Um also das vorliegende Wärme - Problem für unseren Ring 
zu lösen, wird es nur erforderlich sein, hier beim Ringe die 
einem gegebenen Centrum i entsprechende Oberflächenbelegung 
zu ermitteln. Wir bezeichnen die Masse, welche bei dieser noch 
unbekannten Belegung auf irgend einem Oberflächenelement dO^ 
des Ringes vorhanden ist, wiederum mit ITdO^, und machen, 
was den Werth dieser Masse anbelangt, folgenden Ansatz: 

(7.) H^dO^ == — - 22: K^ cos p{(o—(o.) • cos q{ip^—(p^ • d(o^ • dtp^, 

WO die Grössen K^ unbekannte Constanten vorstellen sollen. 
A , w , Cp und A , fc> , O) sollen die Coordinaten der Puncte i 
und s sein; Ä wird dann = c, nämlich gleich dem gegebenen 
Parameter unseres Ringes sein. Femer soll R den Werth der 
(auf Seite 34.) eingeführten Function 
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J2 == y 1 — 2X cos w + A« 

im Puncte s vorstellen, also = y 1 — 2c cos o)^+c^ sein. 

Die dem Centrum i entsprechende Oberflächenbelegung des 
Ringes ist dadurch definirt, dass sie in Bezug auf alle äusseren 
Puncte von gleichem Potential ist mit einer im Centrum i gedach- 
ten Masse + 1. Demnach ist die Dichtigkeit IT dadurch definirt, 
dass für alle Puncte a 

(8.) S r„K^, = T^i 

sein muss. Und es müssen daher die in JEf* (7.) enthaltenen 
Constanten K^ so bestimmt werden , dass dieser Gleichung Genüge 
geschieht. Bezeichnet man die Coordinaten des Punctes a mit 
X^, co^y qp^, und beachtet man, dass in Folge der Lage, welche 
die Puncte i, s, a besitzen, immer 

A. < X =^ c < X^ 

N eumann, Elektr. Vertheil. i. e. Ringe. 4 



50 

ist, BO ei^ebt sich aus unserer für die redproce Entfernung zweier 
Puncte gefundenen Entwickelung (Seite 33) sofort: 

(9.) r„ = Ä,28, . 22 Cj /«(.) . Am) 00» pK-«,) oog i{(f„-ip,), 

(10.) 2;, = S^S, ■ 22 et /«(i,)- Am^ co8^(<»„-«.,) cos i(<f^->f>>. 

Durch Substitution von (7.) und (9.) ergiebt sich für das in 
(8.) stehende Integral folgender Werth: 

S ^asK^s = ^^' \ ^^ J^/ ^/ «^/W ^|(^«) coßi;(a,^-io.) cos y(y„-y.). 

Diese Entwicklung muss demnach zufolge (8.) für jede belie- 
bige Lage des Punctes a identisch sein mit der Entwicklung von 
T . in (10.). Daraus folgt: 

4^' ^^ 0^ Jjifi) == E, Cl //y .) , 
mithin: 

(11.) Kl == * ^^* 

^ 4;i« 7|(.) • 

Demnach erhält man schliesslich, wenn man diese Werthe der 
K^ in (7.) substituirt, für die Dichtigkeit der dem Cen- 
trum i entsprechenden Oberflächenbelegung des Rin- 
ges folgenden Ausdruck: 

(12) H^dO - ^i^s^'f'» j:t *y(^>) co8j>(ft,^-a,.). co8y(y^-y.) 

8 P 

Und für die im Puncto i herrschende unbekannte Temperatur V. 
hat man alsdann mit Benutzung dieses Ausdrucks den Werth: 

wo F die gegebene Temperatur der Oberfläche vorstellt. 

Wir kommen demnach, was die hier über den Ring vorlie- 
gende Wärmeaufgabe anbelangt, zu folgendem Resultat: 

Befindet sich die Oberfläche des Ringes in einer 
beliebig gegebenen und unveränderlichen Tempe- 
ratur, so hat man, um die nach Eintritt des sta- 
tionären Zustandes in irgend einem innern Puncte 
i des Ringes herrschende Temperatur V. zu ermit- 
teln, zuerst folgenden Ausdruck zu bilden: 

J^/ W ^^^ P(^— w .) • cos q{(f.^— (p.) 

ri* =» 2!2^ . 

P 4 J|W 
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Hier ist c der Parameter des Einges. Ferner sind 
l^ = c, 0)^, q>^ die Coordinaten irgend eines Punc- 
tes $ der Oberfläche, und A., w., q>. die Coordi- 
naten des Punctes l Endlich stellt J^{x) die 
Function vor: 



^(^) = 



27r 



Ä» 



/(^- 



cos jpO • rfö 



2a; cos e 4- a:2 



) 



3q+l 



Ist dieser Ausdruck i;* gebildet, so erhält man 
dann die gesuchte, im Puncto i herrschende Tem- 
peratur V^ durch Anwendung folgender Formel: 



^i- 



V i — 2X. cos w. + X a J*^» ti* ' F ' d(o d(p 



4/1 > 







y i — 2e cos üi^ -j- ** 



WO F die für den Punct s gegebene Oberflächen- 
temperatur bezeichnet. 



H«1Lb, Druck der Waiienhaui-Buchdruckerei. 



I 

* 
k 

I 

V 



1 



UEBEB DIE 



GLEICHGEWICHTS-FIGÜßEN 



HOMOGENER FREIER 



ROTffiENDER FLÜSSIGKEITEN 



VON 



D' LGDWIG MATTHIESSEN, 

PRIVATDOCENT IN KIEL. 



NEBST EINER FIGUBENTAFEL. 



KIEL 

SCHWERS'SCHE BÜCHHANDLÜHG. 

1867. 



Die Theorie des Gleichgewichts und der Oberfläcbengesta(t 
der Flüssigkeiten ist eine der ältesten, womit sich die Phy- 
siker beschäftigt haben. Schon beim Aristoteles trifft man 
^ti^ge BetracfatUDgen über diesen Gegenstand au; in seinem 
zweiten Buche vom Himmel im vierten Capitel sucht er zu be- 
weisen, dass die Oberfläche des Meeres nicht anders im Gieich-r 
gewicht sein könne, als wenn sie eine Kugelfläche bilde; dies 
komme daher, dass alle Wassertheilchen gleich stark nach 
dem Mittelpuncte der Erde hiustreblen, und dass, wenn ein 
Stück von der flüssigen Kugel abgeschnitten würde, die näch- 
sten Theilchen den Abschnitt sogleich anfüllen müssten, ufl| 
dem Mittelpuncte näher zu kommen. Obwohl lange nachher 
¥0B Huyghens und Newton ein theoretischer Beweis für 
die Polar-Abplattung der Erde gegeben wurde, ist die Theorie 
der Figur der Planeten, die zu den schwierigsten Theilen der 
Mechanik gehört, obgleich physikalisch correct, dennoch we- 
nig vervollkommt worden, da mathematische Schwierigkeiten 
sich selbst der Lösung des Fundamentalproblems: die Gleich- 
ge.wichtsfigur homogener flüssiger Planeten zu bestimmen ^ ip 
den Weg gestellt haben. Die vorliegende Abhandlung liefert 
nun eine Methode der Untersuchung, durch welche dies Capite^ 
in ein neues Licht gestellt wird, und durch welche alle möglichen 
GleichgewichLsfiguren der homogen flüssigen Körper,, mit Aus- 
schluss derjenigen flüssigen Systeme, welche aus getrennten 
Massen bestehen und derjenigen, bei denen der Schwerpunct 
nicht innerhalb der Oberfläche liegt, unter eine exacte Formel 
gebracht werden. Ich Uberlass^ .sie hiemit dem freien Ur- 

< 

theil«; Derjenigen , welche $ie zur Vervollkommnuns der 
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lipüeilte des cooches terrestres. ibid. Kro. 860. 

Duhamel, Coan de m^^aoiqae. Paris (1M6) S 1^. 143. 

LiooYille, J. Sor la loi de pesaoteor k la surfitee elli|i6oi- 
dale d'^qoiUbre d'uae Busse liquide bomogtee. Jouro. de 
Math. L VlIL 360. 

— Sor las fignres ellipsoidales ä trois axes in^aax, qui 
peoveot coaveoir ä r^uilibre d!une masse liquide homogene, 
ibid. XVI. 241. 

Beer, Ueber die Oberfläcbea rotirender Flttssigkeiten im All- 
gemeiaeoy iosbesoadere über des Plaleau*scbea Rotationsver- 
such. Pagg. Aon. Bd. XCVI. C1865) pg. 1. 210. C1867) 
Pg. 469. 

NaumauD, C. Fr. Tfaeoreüscfaer Beweis fllr die Polar *Ab- 
platUmg der Erde; in seioem Lehrbuch der Geognosie. Leip- 
zig C1857) Bd. I pg. 19. 
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Ueber die 



permanenten Gleichgewicht sfignren solcher homo- 
gener Flüssigkeitsmassen, bei denen der Schwerpunct 
innerhalb ihrer Oberfläche liegt. 



Historische Einleitimg. 

Hie rotatorischen Bewegangen der Flüssigkeiten, insbesoiHlere» 
die aus ihnen entspringenden Oberflächengestalten sind in neue^ 
ster Zeit wieder ein Gegenstand mathematischer und phyaik»!!«« 
scher Untersuchungen geworden. Namentlich ist dies durch ileii 
Plateau'schen Rotationsversuch wieder in Anrege gerächt , wet-: 
eher Ton Beer in Bonn in Pogg. Ann« (1895) L 210, (1857) 
459 analytisch behandelt worden, worauf meines Wissens Qber 
die Oberflächen der um eine Axe rotirenden Flüssigkeiten iiicdbt» 
publicirt ist. Die vorliegende Arbeit zielt aber auf die Ldsiaf 
des früher gestellten Problemes hin, welches bald nach dem Er^^ 
seheinen der Newton'schen „Principien^ ein Gegenstand mühe-« 
voller und meist vergeblicher Untersuchungen der Astronomen 
und Mathematiker wurde und es auch bis in unsre Zeit ge- 
blieben ist. Es handelte sich nämlich darum, a priori alle mog^ 
liehen GleichgewichtsGguren einer homogen flüssigen Masse xa be<- 
stimmen, welche aus Molecülen besteht, die sich gegenseitig nai^li 
dem umgekehrten Quadrate der Entfernungen anziehen, w^Skh 
rend die ganze Masse sich um eine Axe mit einer conaUm* 
ten Winkelgeschwindigkeit dreht Die Aufgabe wird onen^lkll 
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viel schwieriger, ja ihre Lösung scheint unmöglich zu sein, wenn 
man die Masse als aus heterogenen Flüssigkeiten , die sich nach 
dem Gesetz der Schwere ordnen , zusammengesetzt betrachtet. Ich 
beschränke mich daher hier auf die Lösung des Fun d amen talpro- 
blems, auf den Fall der Homogeneität. 

Maclaurin war bekanntlich der erste , der in seiner Schrift : 
yf De causa physica fluxus et refluxus maris ^ ( 1742 ) 
die Annahme Newtons, dass der terrestrische Meridian für den 
Fall der Homogeneität unsres Planeten eine elliptische Krüm- 
mung habe, synthetisch als richtig bewies. Indess blieb die 
Theorie unvollkommen, so lange nicht durch eine directe Unter- 
suchung alle möglichen Gleichgewichtsfiguren bestimmt waren. 
Legendre, Laplace und zuletzt Ivory fassten die Aufgabe 
von diesem Gesichtspunkte auf und gelangten , wiewol auf sehr 
tfdywiierlgem Wege zu dem Resultate , dass die Flüssigkißilsmass« 
die ftgwr «iines Rotationsellipsoides annehmen mtksse. Doch ist 
hiet>ei die Ünfersuchung sfülschweigendB nur auf ein« »pecielie 
HIÄ^se Vcm Figui^en ausgedehnt, da ja Laplace selbst bei Ge^ 
higefiheil deriSäturnrfnge in seiner „Mechanik des Himmels^ nach-**' 
iuweis^n- gesuol^t hat, dass es andere Gleicbgewichtsfiguren gebeti 
&ftnti. IH<f vorliegende Abhandlung enthält nun ebenfalls haupi4 
iMdhlichf die Untersuchung einer bestimmten Klasse y^n Figtired 
IHM r#ar aller derjenigen , bei welchen der ScHlverpttikt imiep*- 
faitt) ^Ifarer Ol^erfts^he Hegt. Am Schlüsse dieser Arbeit; weffk 
ich dänii mich einen speciellen Fall der andern Klasse von Figl»« 
tm b^bAndells, nämlich die ringförmige, lieber seiile an»l^ 
stlieo tJnters«chungen über die Figur der Erde bertehtet La-^ 
plft«e ib seinem Trait6 de m^c« c^. Tom V. Paris (1^5). 
- • i8elrr üherrasdrend fllr die Mathematiker war die Entdeckung 
^fteolii's, w^he in den €onn. des Temps pour Tan 1837 Pia«* 
riir fl834) ifl einem Sericht von Poisson angekündigt wurdet, 
dasir fiämUch aueh ein drmxiges ElHpsoid unter den gedachten 
It^lfättfüssött eine Gleiehgewichläfigor sein könne« Indosir >Yar 
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dies schon früher durch Ivory in der Theorie begründet , wenn- 

* 
gleich vernachlässigt und durch einen falschen Schluss bei Seite 

geschoben worden , wie man sich beim Durchlesen seiner Arbei- 
ten in den Phil. Trans. (1831) (1834) davon überzeugen kann. 

Um sich auf den bisherigen Standpunkt der Frage stellen zu 
können , ist es nothwendig sich mit den vortrefflichen Arbeiten 
von James Ivory, Thom. Glaussen und O. Meyer, so* 
wie mit den Abhandlungen von Jean Plana in Turin beltannt 
zu machen. Die Arbeiten von Ivory finden sich in den PhiL 
Trans. (1824) (1831) (1834) (1838), die Abhandlung von Clausse» 
über das dreiaxige Ellipsoid in den „Astronomischen NachricIiCen^ 
(1841) Nro. 418, die von 0. Meyer in Cre 11 e 's Journal (1812) 
Bd. 24, 6. Die^ Abhandlungen von Plana sind in den AstronomK^ 
sehen Nachrichten (1853) publicirt. Uebrigens hat man sicll 
über dies Problem, von dem Pont^coulant in seittier Th^ior. 
analyt. II sagt : „Gette question dans toute sa g6n6raHt6 surpass^ 
les forces de Tanalyse,^' seit Newton den Kopf zerbrocftert, ohne 
dass man zu einer ordentlichen Theorie gelangte. Hier seheint hk 
der That die Supcrioritat der Analysis über die Synthese gefSfat^ 
det zu sein , aber sie muss. sich schrittweise den Sieg verschaf«* 
fen. Durch die folgenden Untersuchungen ist der Aussprucli 
Pont^coulants wenigstens theilweise widerlegt; die Elüfacli^ 
heit der Resultate , gewonnen nach vielen und unermüdlicfi aülf 
diesen Feind der Analysis gerichteten Angriffen, bewährt die* 
Worte von Lagrange in seiner m6c. analyt. Tom 11: „Cc 
„n^est Jamals par les routes les plus simples et les plus 41« 
„rectes, que Tesprit humain parvient aux v6rit^s de quelqueii 
„genres qu'ellent soient.^ 
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Allgemeine Gleichungeo des Gleichgewichts der Flüssigkeiten — 

Niveauflächen. 

Es sollen hier zuerst in möglichster Kürze die Bedingungen 
(^«f (vleichgewichts der gesuchten Figuren und ihre allgemeinen 
Qleichungen festgestellt werden. Betrachten wir die Wirkung der 
Kräfte auf die im Innern der Flüssigkeitsmasse gelegenen Parti- 
kßln für* jedes beliebige Gravitationsgesetz ^ so ergeben sich fol- 
gende Sätze« ** 

1« Es existiren Puncte, Linien und möglicherweise auch 
Flächen ^ für die alle drei Gomponenten der Anziehung eines im 
Gleichgewicht befindlichen Körpers, nämlich X, Y und Z, ver^ 
schwinden; mit einem dieser Puncte fällt stets der Schwerpunct 
des Systems zusammen^ mag dieser innerhalb oder ausserhalb 
der Masse befindlich sein. 

Es möge PKP^K^ (Fig. i) eine freie homogene flüssige Masse 
darfteOen, die sich im Gleichgewicht befindet und um eine durch 
iiircm MassenmiUeljpttnct gehende Axe PP^ rotirt, während ihre 
Theilchen sich nach irgend welchen Gesetzen anziehen. Die ein- 
i^elnen Massenelemente werden durch Kräfte soUicitirt , welche im 
n AJUgemeinen nach dem Innern gerichtet sind. Alle diese Kräfte 

hlflse^. sich nach den Richtungen dreier rechtwinkliger Coordina« 
ten Tyjj z schätzciA.' Seien X, Y, Z die Summen aller Partial- 
k^fte« ^st. alsdann u v ein unendlich dünner Kanal der Flüssige 
kfft, w;elcher parallel mit der Axe von einem Punct der Ober- 
Qäehe zu einem andern gezogen ist, so ist eine noth wendige Be- 
dingung des Gleichgewichts, dass die Kräftesumme X, welche 
auf die Molecüle des Kanals wirkt, gleich Null ist. Dasselbe 
gilt von allen Kanälen, welche parallel y und z laufen. Die 
Kräfte X, Y, Z, welche an den Enden des Kanals angreifen, 
find nothwendig nach Innen gerichtet und wirken nach entgegen- 
gesetzten Richtungen. Es muss also X, indem es sich in der 






«^ 
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ganzen Länge des Kanals forti«:Shrend ändert, wenigstens einMri 
gleich Null werden, darauf d^ Zeichen wechseln , «nd w%nu 
die ganze Masse in solche Kanäle getheilt wird , werden tflk 
diese Nullpuncte wenigstens eine continuirliche Fläche bHden^ 
welche sich durch die ganze Masse ersti^eckt. Gleicherweise wird 
es noch andere innere Flächen geben, die ans solchi^n PaneleÄ 
bestehen, für welche die Kräfte Y und Z verschwinden. Wut 
Durchschnitte je dreier solcher Flächen werden einen oder m^ 
rere Puncte, Linien oder Flächen bestimmen innerhalb des Floi^ 
dums , für welche die drei Partialkräfte verschwinden. F&r den 
.Kundigen führe ich hier als Beispiel an das Rotationsellipsoid^ 
den Ring und den unendlichen Discus im Gleichgewicht. '• 

Bei der Betrachtung des Gleichgewichts einer freien reCiren- 
den Flüssigkeit können wir abstrahiren von einer Bewegang^ 
welche allen Theilen gemeinschaftlich ist , und von Kräften , durch 
welche alle mit gleicher Intensität nach derselben Richtung getrkN 
ben werden. Die Grösse der gemeinsamen Bewegung ist derdei 
Schwerpunctes des Systems gleich. Die Kräfte aber, die sieh 
das Gleichgewicht halten sollen, sind nur von der Art,'das8 sie 
die relative Lage der Theilchen zu verändern streben. Da nun 
die Axendrehung eines jeden freien Systems um seinen Schwei^ 
puncl von Statten geht und dieser eben nur durch jene aussei^ 
ordentlichen Kräfte, von denen wir hier abstrahiren, bewegt 
werden würde, so muss der Schwerpunct des Systems in Rohe 
bleiben und frei sein von den Wirkungen jener Partialkräfte' X^ 
T, Z. Daraus geht hervor, dass der Schwerpunct des Gan^ 
cen mit einem Puncte zusammenfallen', «der in einer solchen 
Linie oder Fläche liegen muss, für welche die drei Kritfte vei^ 
schwinden. 

2. Das Glefchgewicht eines freien flüssigen Systeme wird 
nicht gestört durch einen Druck, der mit gleicher Intensität gegen 
alle Theile der Oberfläche ausgeübt wird; wobei unter Grösse dei 
Druckes natürlich die Intensität desselben auf die Einheit der 
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OJbllilS«he »ormal wirkend wi vcrpteheo ist. Dieser Satz ist eine 

Hinittdyb«re Folge der GrundcigcDschaft einer incospressüilen 

üissigfceit^ <***• **® ^®" Drud^, der auf die Oberflidie ansge- 

IM wird «««h «Hen Richtangen ungeschwächt fortpflanzL Was 

«911 dem <v«Vi*^ ^'^ ^^^^ ^*^ ""'^ ^°^ ^^ jedes canielne 

MMseirlMIM^ «n^cndjen und man kann sagen: rar Herstellnng 

dn (ulciOhtf>^^^ ^^^ betrachtete Flussigjteitsniasse ist die all- 

«Mm» IMiH^Qg sureicbend: dass jedes Theilchen der Flüssig- 

letk \*dli ^tMt Seiten gleich gedruckt werde. Indess ist diese Be- 

aÜiPltWt ^^ ^^ Ableitung der Oberflächengleichung unzureichend, 

A> All 4&t Jf^def andere Gesetz der Gravitation die F^^ur sich an- 

jt^ffi W^M) aUo auch noch jenes mit in Betracht zu ziehen isL 

4% Si wird an dem Gleichgewicht der schon oben betrach- 

fMVI Vitium PKP^K^ (Fig. 1) nichts geändert , wenn wir uns einen 

tjMtl^Ufh dünnen Kanal KK^ mit einer festen Wand durch die 

IMM^ H$ßU€ hindurchgezogen denken. Da die Kräfte an den 

|^«H> diMl Kanals nach dem Innern gerichtet sind, so lässt sich 

^ Kanal mit communicirenden Röhren Tergleichen, in denen 

^ Flttusigkeit im Gleichgewichte ist, so dass der hydrostatische 

Ita'ilQk mit der Tiefe oder nach dem Innern im Allgemeinen 

Wtohft^ Air die beiden Enden K in K^ aber und für die Puncte 

A§r gesammten Oberfläche gleich Null ist. Im Innern des Ka-i 

imlf yferfi^a sich dann stets wenigstens zwei Puncte angeben las- 

liQf 416 von der darüber ruhenden Flüssigkeit gleich gedrückt 

HOerdfOi c. B« S und S^, oder die beiden ihnen unendlich nahe 

UflP^ndeq Puncte S^^ und S^^^. Denn wenn wir der in Redf 

KtAb^nden. Masse adle Bigenschaflen einer vollkommen flüssigen 

]|aM4..Wf<^lveiben^ muss sich der von jedem Theilchen ausge-^ 

übte Druck durch die ganze Masse hindurch gleichmässig fort- 

pQapzQi^j also der hydrostatische Druck von der Oberfläche bis 

Wm. lltejisenmittelpuncte sich continuirlich abändern. Hieraus 

f^llt Jb^r^^r^ dass es innerhalb der Masse continuirliche und ge- 

4(;hl<^|Simp. Fläzen, geben muss, welche von allen Seiten ei^^^ 
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gleiehen Druck erleiden und welche zuletzt mit der oberiMeiti 
Fläche constanten Druckes , nämlich mit <ler Oberfläche coiticidi*- 
ren. Sei nun der Druck in den höher liegenden Pimeten 6 unfl 
S' gleich p in den beiden andern S" und S'" gleich p +'dp5 
alsdann sind diese vier ^nkte paarweis Puncte zweier nnendlidi 
Rahe liegenden Flächen gleichen Druckes. Ist die Länge de6 
Kanals zwischen je zweien von diesen ds und ds^; sind ferner 
die sollicitirenden Kräfte nach der Richtung der Tangente des 
Kanals beziehlich T und T^, die Basis desselben gleich m, die 
Dichte der in SS^ und S^S^^^ befindlichen Flüssigkeit ^ und ^^, 
so erfordert der non-effect der entgegengesetzten Kräfte 

— mdp = m(»Tds = m()'T^ds' 
oder — dp = (>Tds ^= ^'T'ds' (1). ' 

Aus dieser Formel ergibt sich nun leicht, dass die Gravita- 
tion der Molecüle in jeder unendlich dünnen Schicht gleichen 
Druckes normal gegen ihre Begrenzungsflächen gerichtet ii^t. Zer- 
legen wir nämlich die Resultante aller Kräfte, welche auf das 
Massenelement m.ds wirken , nach den Richtungen dreier recht- 
winkliger durch den Massenmittelpunct gelegten Coördihatenaxen, 
so dass die % Axe mit der Drehungsaxe zusammenfällt und setzen 
X, Y, Z gleich den Summen aller Partialwirkungen respecti?^ 
nach X, y, z, so ist * • 

ds ffs * iffi ;...., 

mithin — ' rfp = ^ (Xcfx + Yrfy + Zdz) i (20* ^ 
Ziehen wir nun den Kanal so , dass er einen Au^ei^lkk. im 
einer Gurve gleichen Druckes verläuft, so gehen die YaiäaAMMft 
(fx, cfy, (fz, (fs, dp über in dx, dy^ d^, ds und dp; da indess 
p constant bleibt, geht dp in Null und die Glekfaung (d.)i tUMT 
in folgende 

o = Xdx + Ydy + Zdz (3). ^> - 

Hieraus geht denn hervor, dass die Resultante der auf eine 

Fläche gleichen Druckes wirkenden Kräfte in jedem ihrer Pttncte 
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normal gerichtet ist. Man hal die Flächen dieser Eigenschaft 
J)iiveauflächen genannt nnd da für die Oberfläche p gleich o ist , so 
geht die Reihe der Niveauflächen endlich in diese über. Yermil- 
tetet der eben entwickelten Thatsachen lässt sich nun nachweisen, 
4ass für die Flächen oder unendlich dünnen Schichten constanten 
Druckes q constant , also in Formel (1) q gleich q^ sein muss. 
Denn angenommen, es sei SS'S"S'" (Fig. 2. a) ein Theil einer 
solchen Schicht und die Dichte ^ in SS^^ verschieden von der Dich- 
tigkeit Q^ In S^S^^^, so würden sich (möge dieser Uebergang al^ 
mähÜch oder plötzlich wie in Fig. 2. b geschehen) immer zwei zu- 
sammengrenz^nde Gruppen von flüssigen Molecülen angeben las- 
sen wie in Fig. 2. c, worin die Molecüle von allen Seiten gleiche 
Pressungen erleiden , die Gruppe aa^ aber specifisch schwerere 
Molecüle enthält als bb^. Da nun die Theilcheii durch die eigne 
Gravitation gegen die tieferliegende Fläche a'b' getrieben werden 
und zwar normal wie (3) verlangt, so ist der Druck in der un- 
tersten Reihe von Molecülen der Gruppe aa^ grösser als in der benach- 
barten untersten Reihe der Gruppe bb': die schwereren Molecüle wür- 
den mithin in die leichteren einsinken. 

Aus der Formel (2) folgt nun, dass die andere Seite dieser 
Gleichung die Variation einer Function von x, y, z ist. Diese 
Function sei ausgedrückt durch q» (x, y, z), so ist 

C — p = <y) (x, y, z) 
die endliche Gldchung aller Niveauflächen und sie gibt den in je- 
dem beliebigen Puncte x, y, z stattfindenden Druck an. Die Glei- 
chung der Oberfläche ist alsdann , falls sie eine singulare Form 

'• C = «^'(x, y, z) 

und ihre Differenzialgleichung 

= ^ (Xdx + Ydy -f Zdz) 



■o dass man hat 



».' ' 



dx' " dy' ^ dz 
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Vebtr die bitte ^ welche nrtechea nvel fmendlieii HHieB Niteanflicheii 

wiikeii. — AehBlichkeii 4*r Nif etofllcken« 

Um die e&dliciM GleichiiBg der Nhretiiflielien oder jene 
FoDctioD f (X) y, z) bestimmen in Mnaen ^ mflsien wir die N^ 
tar der innerhftll> zweier nnendlidi nahen NiTeanfllchen wirkenden 
Krifte noch genauer untersuchen. Das Gleichgewicht einer freien 
Flüssigkeit wird der Natur der rollkommenen Flflssigkeiten gemäss 
nicht gest8rt werden, wenn ein Druck yon gleicher Intensität ge- 
gen alle Theile der Oberfläche ausgettbt wird und wir setzen hier 
Itberall eine incompressible Flüssigkeit yoraus« Ein solcher Druck 
wird nun reranlasst durch eine Schicht , welche von zwei unend-* 
Dch nahen Nireauflichen NV und N^' eingeschlossen ist, und 
swar auf die darunter befindliche Oberfliche N'V^ (Fig. 3). Ist 
die Dichte der ganzen Masse rerschieden, so wird sie doch in- 
nerhalb zweier unendlich nahen Nireauflichen als constant be- 
trachtet werden dfirteo. Da sich zwei Ißyeauflächen nie schneid 
den können, indem sonst an diesen Stellen, der Druck unb»* 
stimmt sein und iiicht den constanten Werth behalten würde., der , 
einer und derselben NiyeauflSche in ihrer ganzen Ausdehoung zu- 
geschfieben werden muss, so kann die Dicke der Schicht so un- 
endlich klein genommen werden, dass man stets Je zwei einan- 
der gegenttberliegende Flichenelemente oder Bogen als parallel 
beCmchlett dart An der Betracbtmg wird nithts geändert wer* 
dM, wemi wir die Dicke der ISchicht, weiche allgemein mit dn 
heseiclinet werden kann, unendlich klein von der tweiten Ordnung' 
nehmen, so dnss <fn oder eine geneigte Dimension der Schicht, 
frfther mit 4u bezeichnet, im Verhältniss zum Bogenelement von* 
N^^ , also gegen ds unendlich klein ist Man siehe nun duridh 
eine und dieselbe Schicht zwei oder mehrere beliebige gerfeide 
Kanäle oa^, ^/t^, also (fs und dB* yon derselben Basis gleich m 
und yon beliebiger Neigung gegen die beiden Paare yon parälle-'^ 

2 



len Flächenelementen bei u und p. Dabei ist es nicht nöthig an- 
zunehmen, dass die beiden Ra'nlile* in einer und derselben Ebene 

repräsentiren. • 'BiJÄSÄWn '^ \*ir' irtm Ä^ nach der Richtung der 
](,^l6| 4)Jn^fe9ni(i»,Mrtirifcräj|lhiii«i|^ lUiti ^T «lid itT^ , so 

mffi&^4^ dftmt>Bi#hpR«ii*liaini . - - .\ ,x> » *.;;i.!f 

• -^-i- ÜK^tj -et' tti(lt^ t==t:'m(»tVs^'"'"* ' ' ^' 
V^ö*'— 'frp -^ ^^k-1^ ^t'^cfs' '- '^ (4)- • 

;. . . • • •., .• . : j <•. T '•*»•• • 

B.edeutey ferner P .V^i )?', (fi^^ tpi^Jl^n ^f^^pl^aitjftfvs^ f^l^fi 
Schwerkräfte in jx unfi /{,, . ^»j5Ä?i;<l.ei3[\ ff*. U»A tfpf'; (}j? fk^c^fft <^ 
S/;hicJiten ^ de«, beiden Pi^pclen, ^ wJkea. P HflA P- be)f^>»«ÄT: 
liph nach der Richtung der pjpfjj^l^Q;^ Ypfl,,^e^iy^{4^^ YafÄ^iofWW^ 
efn und, cfn' selb/sf TheiJ.e ^^ papit.%uiv |^«i|ii*lU.;^e,^Hi>f)hj|ifli 
de9 Druckes ^äqriicj^ cfp ypjj^ ^einJBp4^ (}e^ ^^p^ bif» W!Pt*^ 
decn wiiederun? auf beiden SteJUcBi, dieselbe sei,, n^HPis ./iU(Bi^l«j|t. 
chujfig stattfinden , . , .... ,; » i. 

Bm 'rii^ts^ VinlJliatf 'zb ^'lassen ,' bezeichnen wir Mie 'Winkel, 
wödhe dife *lSAxä\i riL"Urid'V^'^ mit 'den 'beiden 'Normalen ''bilden^ 

biÄiettich-mif 6 tina (^, sö'ist ^ '■' •'* "^ ^"^' ^'^'' ' 



cfs ^ Js' 



.. £^ l^m n%A}Mh dHl^^ifflUlhliMitta' -vij^ d4 redlMtriiMli1«t%'^ 
a\^' t^i.j^^-.l>(»li«fes«Ml (Ms8e)de»{Wiri]D«fe'*l^ali9^eiM'«e«flf«<i' 
b«tri9«||^( 'f^r>A»»5i Üai Aadb Üien^ ¥klmrMMeUini# ü^iDMefliA^n««! 
yo»t 1^ Ufl4) <t«i-!»Ad4liab).i¥iri:2kteiiieri«Munbhfli0it> [«ftdr«4»!^ 
B^g^i^l^itt^: d^a nicht 'dliiy'.iw^lGiMs .M^ «iiimtil«eh4^<iRte(iii^l 
hfli», «iertva^^a« («li^r .garaäfelU Iiiiiib> tuartriHt "fi»!tnO«ten» al&o< 
aqgh' ivn ^s ^i«! m«hr «eine: .ThtslcN^ 2iiäiiilH!h'.4ier"t0roje«lfoiMti" 
d^ |{mm«ie 04 Un4).tfs/ «bf idi« uiüeteiflitohe^ iger^adi^ I^ibien Mn/< 
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SO ist wiederum 

' ' T(fs = Prfn; T'<;s' == PVn' 

was sfch ebenfalls aus den obigen Gleichungen (4) und (5) fUr 

• * - ■ • * » 

das constante cfp würde haben ableiten lassen. 
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Angenominen ^ es sei yy^^ die Drebung^axe der jUasse^ fi 
ihr Scbwerpunct ^ /yy^ der unendlich M^i^^ K^uaal ^a^ ;wq)(^i 
durch die Niveaufläche N'V^ voqn radius vector a dies Pancl^i^ß,^ 
abgeschnitten wird, so wird auch cPa im Allgemeinen gegen die 
beiden NiVeauflächen eine schiefe Neigung haben und mit den 
übrigen Raoälgii aa' otid ßß*' nieht gerade iifr (ters^lB^U tlb^n'e 
liegen. Weiui d))er A die dij&^eB Jtiestjmmleii P^Bct. tsollicitirende, 
nach der Richtung seines rad. vect. yO oder a geschätzte Goip* 
pohente der gesammten Anziehung in y bezeichnet, so erfordert 
ebenfalls das Gleichgewicht der Fläche N'V einen gleichen Druck 
rfp für das Flächenelement y^^ wobei' die Gleichung stattfindet 

— d^ trr- ^Arfa ' (8) 

Da nun A und a hier sich auf einep ganz bestimmten Punct 
beziehen, nän|lic]l ^f dfn eilten Pc^ de$ Korperj^^ so kann hier 
kein Zweifel obwalten , dass für alle ähnliche Beziehungen der 
Fläche NV , ^elt'hcl aucl kl fea Gleichungen {4) (5) (6) ausge- 
sprochen sind, diese Grössen A und a als constante zu betrach- 
ten sind. , 

Nehmen wir , um eine» Schritt weiter zu thun ,. noch iin , es 
sei r der rad. vect. irgend eines Punctes k derselben Niveaufläche 

4 

NV,. ferner ny., ^^c, n^ di^ durch: . die« drei Goordinaten ebenen 
vom Krümmungshalbmesser abgeschnittenen Stücke, also die drei 
Nommafen desselben PuncCes', dessen Cöordinaten wir mit x, y, z 
bezeichnen wollen , so ergeben sich feicht noch andere Gleichun- 
gen. Wir haben, oben voRftutsgesetzt ,. dass für alle folgtenden Be- 
trachtungen das^ «echtwinitligd' GoorAhiiilensystetai so durch den 

2* 



L 
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Schwerpunct gelegt sei, dass diex-Axe mit der Rotationsaxe lu- 
sammenfiele. Aas (2) und (6) folgt zunächst 

Xcfx + Ycfy -f 16% = A(fa (7) 

worin A und cfa für die beiden betrachteten Flächen constant 
bleiben , die Grössen auf der linken Seite der Gleichung aber flUr 
alle zu der Oberfläche NY gehörige Puncto (x, y, z) variiren. 
Wenn man mit R die nach der Richtung des rad. vect. r wir- 
kende Gomponente der Summe aller die Molekel k sollicitirenden 
Kräfte bezeichnet, so muss nach dem Vorigen sein 

— cf p = ^Rcfr = ^Ac^a (8) 

wo dt die Länge des Kanales kk^ bezeichnet. Weil nuB 

R =s: X cos « *4^ Y cos { -{- Z cos ^ 

ist , wo «, (, ^ die Winkel sind , welche r mit den drei Coordi- 
natenaxen bildet, so ist klar, dass man hat 

* 

(X cos « 4- Y <^os ( + 2 cos s)df zzs A(fa (9) 

Ferner ist durch eine einfache geometrische Betrachtung leicht 
abzuleiten 



n 
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sowie die Gleichungen 

Pc=:— tt« = - n„ = — Ujiy (10) 

X ' y X 

Combiniren wir die Gleichungen (5) und (6) einerseits , (7) 
und (10) andrerseits, so ergibt sich 

A cfn X4fx . Jtfj I zrfz 



i< 'I« • 



P ,, ^a ^g^M , n»(fft ni^cfa 






- fl - 

Andere BeziehuBgea dt die Schwerkraft P irgend eines 
Pnnctes lassen sich herstellen, wenn man sith deijenigen For* 
mein bedient, welche dir alle parallele Flächenelemente gOltif 
sind; also z. fiw der bekannten Relation 

Hiernach wäre das Verhältniss der Schwerkraft irgend eines 
der Poncte von der Oberfläche NY auszudrücken durch 



P 



_ K© vc^y+f ?^' 




di"^dy^dz 

Die Gleichung (9) drflckt nun eine Beziehung ans, welche 
Air Niveauflächen homogener and heterogener. Flfissigkeitsmassen 
g&lt|g ist, so wie für jedes beliebige Gravitationsgesetz. Da nur 
noch die Bestimmung des Letzteren für die Lösung des Problemes- 
Mkliy so ist, wenn dasselbe fixirt ist, daraus nun das für die Ab- 
leitung der endlichen Gleichung der Niveauflfichen Nothige zu ent- 
nehmen« Wir haben uns bereits im Anfange fQr dasjenige Gravi- 
tationsgesetz entschieden , wonach die R5rper sich nach dem um- 
gekehrten Quadrate der Entfernungen anziehen. Mit diesem 
Attractionsgesetz ist eine zufällige Eigenscha^ der Niveaufläcben 
verbunden and zwar eine sehr einfache. Sie ist in folgendem 
Satze enthalten : 

Wenn eine homogene Flüssigkeit sich um eine Axe dreht 
und im Gleichgewichte befindlich ist, während sich ihre Partikeln 
nach dem umgekehrten Verbältnisse des Quadrates der Entfernung 
anziehen , wird ebenfalls eine andere Masse von derselben Dichte, 
mit einer ähnlichen Figur, Wenn sie mit derselben Rotationsge- 
schwindigkeit sich um eine ähnlich gelegene Axe dreht, im Gleich- 
gewichte sein, vorausgesetzt, dass die Theiichen sich nach dem- 
selben Gesetze gegenseitig anziehen. 



— a» — 

...Es sei. ABC (Tig, 4) etn homogen iil«sig((r &ft*per, drtr sich 
um die durch dea MasseDinittelpmici O gehende Axe W dveM 
m^d durch die Wirkoog der Gravitatio* uad Ceotrifugalkraft Mi 
Gleichgewichte erhalten ivird« AüASerdekii sei ahc ein« andere 
Masse derselben Art und ähnlich an Gestalt dem ersten Körper, 
während «ie sich mit gleicher Winkel^eschwindi^keU öm 4ie durch 
ihren Schwerpunct gezogene und zu PP' ähnlich liegende Axe 
dreht, so muss diese ebenfalls im Gleichgewichte sehi. Denken 
wir uns nämlich den lL5rper ABC in unendlich viele Schich- 
ten constanten Prackes, den Korper abc in ebenso viele 
den ^Schichten ^% ersten IdtAliche and ähnlich um den Schwer- 
punct und zur Axe gelegene Schichten eingetheilt, so lässt sich 
nachweisen, dass diese zugleich Schichten constanten Druckes 
siffd. Deuke mau sieh; die beiden Kdrpermas^en mock in gleich 
yfele Volecüle eiqgetheiU, foq dosen <b dy de und 4£ di? d£ ^^«1. 
äf^nlich gelegene und den beiden liaissn dem Volume« p«e|i ^o-^ 
pprtfonale Molecüle dm «nd dm^ sind. .Weno fenikff mit f wi 
C, die bej^^gUchen Abstände rnreief correspoodireoder mA ^eiehof 
Mla|s;senpuncte H and h von 4e9 gedachte« Massenelementeo ufid! 
Q4fT.,uxid ^^ ihre respectivcn Abstaiuiie ■ von den JJ^ahungAüüiiBii. 
CP^u^:pp< bezeichnet werdea, so sind die Kräfte, doFch wekk^ 
4fe Atome jai und h vpn dm und dm' angesogen werden , hwfj^ 

lltb* proportional zu r^- und -— j-. Weil nun in diesen Quo- 

tienten die Zähler den dritten Potenzen, die Nenner deo Quadra- 
te« zweier homologen Linien der beiden Körper proportional sind, 
so, sind die soUicitirenden Kräfte zweien solchen l^inien e/\]^f9ch 
proportional., Die Linien f und f', in deren GUcbtui^e«^ die 
Kräfte, wirken,, sind auf gleiche Weise gege« die , OJ>er- 
dächen geneigt, in welchen H und h liegen» Daraus folgt 
dann^ dass die Kräfte stets einander proportional sind a^id 
unter gleichen Winkeln gegen die bezüglichen Flächen geneigt 
sind. Auf ähnliche Weise werden die Centrifugalkräfte ^ dp die 



H und h iy>a d^ jUcm .lei^flmf a. «fl«.Kiiltt»v d» •det* vtmpeM^ 

afif die AtPme..^ m4 li» jrUkfvidM lELrältti Aelit )mpofif«Ml 
r ^^d.i:^ mid, feahÄfl.iD .WfNl iWi»«rn :c«eiQfe,«MluDtc» gt^Mi 
die Oberflächen , worin diese Puncte liegen. Da nun jäm 41J9UII 
4ie .bqfl^ngl^,pU)^ß.J4^ ]K5q9i»r».ABA mriifen* Aeteltanfe der 

J^U^ ^qJp^9^,fif^^^ m M^\I^^^'^^4' >nv *>« i^»' <«ck tli d«ai 
Pvijpct^ h fi^^^iifi^J^ppl^cru 4e9.or9t««Mi>elrhttlteBi^ *«i^ zwi M^ 

Pu^Qif d^r^^lM ?^b«n^ 4^=«fHi:^{^:dio^Di^^ «et ScIiiMeii 

» 
b l^n4.be](^c]^^^.,g.^0(l*g^i:(l;0ni Of ffftpMire 4jto Awallinlnl^ 

^er wf di^ At(m^.¥c^u^tji£^,p «lA^l J«r wiikepMüdbrtifta«^ «1 folft 

WH dcilf. yoTlWgelw;rtffi.i .,, »a/ ^.- 'f. ;...■;. • 

und wenn man die beiden Gleichungen mit ' einander niultiplicirt 

Diese QuäMiläten savd Mber b«Mehlluti 4i« YaifMkMiM IM» 
Dmcklfeiirai dner Skinoht ««r ündttm^ unaiin MMo dt« DtbMgtiM 
^.tier BMteit ^l^ck s^tzl :Wtoi> ina« »It ^^i^ M VMatfou Mi 
DiOckefl B Tim dioarer bi» zur nHoMbtttii MhMll befeekhtiet^ Mft ^ 
dieMÜer 'in .h\^ .60 iäliiiaoh 4leip ^Vb»iUi39MMlll^g «Me VartaÜoH 4U 
DIrutkeBt.'iiii tt and &rfdiesdUil^ aliM) : : 1' >: *< • 

Mit Rücksicht anf (Uli ist alsdann ... 



- «Ä — 

Woraus deon imiwelfelhaft henrorgeht , dass auch £e Fliehen der 
kleineren Maaae dieaelben aehon früher beaprochenen Eigenachaf- 
tea.bealtzen, daaa aie n&mlich Schiditen einaehlieaaen , f&r welche 
die Variation dea Drackea ron einer Schicht rar andern für alle 
Puncte conatant bleibt. Waa von den dnielnen Schichten gilt, 
muaa nun allgemein von allen gelten, also auch von der 
äaasersten« . 

Ana allem dieaem gehl nun die unzweifelhafte Thataache her- 
vor, däsa aich Im Innern der im Gleichgewicht befindlichen Maaae 
ABC ihr ähnliche und ihnlich nm die Drehangaaxe gelegene n^ 
guren wie a^b^c' beachreiben laaaen, welche abaolut ond fBraich 
im Gleichgewicht aind» Dieae aind aber nur dann von der An- 
ziehung der Suaaem Schicht unabhingig, wenn diejenigen Puncto 
von a^b'c', für welche die drei Partialkrille aeitena der Anziehung 
der Jifaaae a'b'c' und der Centrifugalkrilte verachwinden , mit de- 
nen zuaammenfallen, Air welche die drei Partialkriße X,Y,2 
seitens der ganzen Maaae ABC verachwinden. Wir woHen der 
Kürze wegen später dieae Puncte mit dem Namen i^adynamiache 
Puncte^ bezeichnen* Dieae Puncte liegen bei beiden Ihnlich zum 
Schwerpunct; wenn man daher a'b^c^ auf die oben angedeutete 
Art um beschreibt, so wird dieae Maaae separatim durch die 
Centrifugalkräfte und die eigene Massenattraction im Gleichgewicht 
erhalten. Die ganze Flttissigkeitsmasse ABC würde aber nicht im 
GUiebgewieht sein, wenn die Theilcheni innerhalb a^b^c' nicht 
auch im Gleichgewicht wären mit Rücksicht auf die übrigen Kräfte, 
also frei von der Anziehung der darüber liegenden Schicht. . Es 
ist mithin a^b^c^. eine Niveaufläche ^ da aie zur Resultante idleft^ 
Kräfte, die auf ihre Puncto wirken, aenkrecht atebt, da der Drack 
durch alle darüber liegenden unencHiish dünnen und unter aick 
ähnlichen Schichten conatant nach unten varürt, folglich der Ge- 
sammtdruck derselben auf alle Theile der Oberfläche a'b'c' der- 
selbe ist. Hieran knüpfen sich nun einige Folgerungen an: Die 
adynamischen Puncto riolcher KgQMa «der Ittichen, welche am 



den Sehwerponct Ibniicb g^tegeh sind, Mnd keine fereimältiM 
sondern nur ein eintiger oder bilden eine gerade Linie oder «IM 
Ebene, mit denen der Scbwerpanct ziiMmmenflllt. Anf «nderd 
Weise können die sdynsmfsohen Linien oder £beneri (wcms 
solcbe existiren ") der innem Masse mtil deoch * der gMM«» 
nicbt coinoidiren, da sie bei beiden ibiriicb sam Schere»* 
punct liegen, iwei Sbnlidie Carven lind gekHUaml» Flieheik wUk 
dber nnr in einem Pnocte berttbren kömien. Fielen die gsBann« 
ten Panete der innern Masse nicht mK deneti der lassern sodaoi*' 
Ben, 80 lieferte dieser Umstand Pnncte, welche einesttMÜs IM 
wSren von der Wirkung der kleineren Masse a'k^c'^ andenitMift 
aber aach nach dem Frtheren IM vo« der Aftriehoeig der iss- 
sem Schicht,, mithin frei t^ der Eiovirfoing der ganttn MaaiH 
in Yereinigang mit den Centrifugaikräften , welche dennoch OMH 
bH den angenommenen adynamischen Linien der gaasen Masse 
siisamBienfielen. Dies kann aber immer bei einem einaigen Panels^ 
einer einzigen Geraden oder Ebene geschehen« 

Nun ist klar, dass alle Panete einer adynamischen Linie 
oder Flache unter demselben gemeinschaftlichen Drucke stehen« 
Denn es wird das Gleichgewicht in keiner Welse gesfdrt, wenn 
wir sie uns durch eine feste Wand von dem übrigen Thefl der 
Masse abgetrennt denken; da nun die Massenelemente innerhalb 
der Wand von keinerlei Kräften gegeneinander getrieben -werden, 
als nur durch den hydrostatischen Druck, so ist der oben ansr. 
gesprochene Satz eine unmittelbare Folge des statthabenden Gleich* 
gewichts. Die adynamischen Linien oder Flächen sind deshalb 
Niveauflächen und müssen dem FrttherÄ gemäss den übrigen ihn^ 
lieh und ähnlich mit ihnen um den Schwerpunct gelegen sein, 
also auch mit der Oberfläche der ganten Flüssig^itsmasse« *DSf^ 
ans folgt , dass Kdrper von endlicher Form und Grösse keine adf^ 
namisehen Linien und Fliehen, soikdem nur einen adynaasbehen 
Ftaict haben, der mit dem Schwerpnnct identisolk Ist« MM er 
OMr «iefldllche Urper dem Vblmeä imch, welche adyMifeiidie> 



fiitliemvod FiäNi^nhlibeo^ ^ fcöaaeB die^p bier -nur ü^fotii^H 
C^lintlel'' u»il. tiiMmdUdb« Oisc^iü Bein^ von dunen difk.farm'de« 
Unfangs dioch laibeiBtiindnts bleibu Dm Dr<|in«gigf6o)Mvindjgibtit 
MW* $lsdmn idier doch für :J^eide .gkMi Null smn , 4wwtfio«mep 
weafli ^ie .iiKe fde» «DeMlictoi Kylwilof« mii de<f Dr^liwigsaKfl jf«« 
MOMMMifällt». > D« i«dii. NmiHischicbt «iif die antot äbr üeg^n 
Mtekt^ BOc WädMi. d«f Pr|i«k «U der i4Ulii«il^i1iAg. ap. dift.iadyOfl^ 
bimAmm» ftmet^ iHid «M)««i. liier «ain M«u«(«di^ «rraqben» l^kHH 
die Din^mioAmi 4tB Eättf^erB .endftilA, .«O'itednQirQn «wli di«, putyr 
nainUelifto^/Pttncle duf dj&n S«bmq>iiimti^ mi .tr^lGbem idor. l](riiM^ 
dNwi;ffnii>ra. ein Mmnnoi isU 

'"'' DM vi|irheFg«h^nAMi ftetraictilungeb '"babeii uns' nun 'a 

'* «^steea, duas die AeMltani» aHer auf die< i«Ni0i«ta*' Ob^^i 
Q9ib4i«%irtoide& &f8fte au dfeaer «etikreeftt ««ili asiMst M^ab'? 

Xdx + fdy 4- Zdz = 0' '\ • 

: zweitens, das« die innern NiyeauHächen • weiche aenkrecht 
^ericjitet. sind gegen,- die Resultante aller auf. ihre Piincte wirken-, 
deif |Kriifte^ der Oberfläche ähnlich und ähnlich um das Barj- 
centrum .gelegen nein mUssen, also 

fi". \.i ^' .: > • r :r' c;= a : a' 

od^f ffir 2w)e( unendlich nahe Flächen 

cfr : r = cfa : a . (iZ) . 

mß.:% und .i|f 4ifi /«^. v^ci«. ^ bdidpn P^l^^ r und r^ 4i^ r^p^ 

v.«<4« zW'Hci^ anderer 4UN%)icb (g«)legfiJ9ien,Pttncte . der Ohecfläqhe tH>dt 
d%f pn^Ufcb oabea ;Niv«taM(la$b^9 cXa uQd .^ ^re «Uptfpr^diif^ft, 

■ 

n 9lwr«J». djepei^: Sati^: iiK^r4w niiU' ;fv^fii»! tll#i 4i^jpi^g#H igi)r'. 
iifpblfKllfne(i;.&#^r#.^ ; n^li^^ 4q|i- Sebv^rpunc^ jn .ibr^r^tMa^W 

«dA^r iiiwM^ibti iimr iPb^OMlM ' tab#oi 4i^nlie9f( vnw fifleipbti; 



j • I» I 



I 



gewiohto ^inig^ollMcn ^ ^eloh« siebt oidbt ili^ eliimidll* .ttieM^ 
lieh Hfthe aadanüch um d«ri Scbw«r|]tinot H«gtMft ilichkhto* 

findli^ f {üS8igk'€;il»i»aw«, .0 ik^ S?ü^wwpij#f>„, PP - dlii^. ^up^ Qt 
gelegte Drehangsaxe.. .Wirt um 4en. ,ppl)^wg»uwii:Oi.«»iif, flf|f, 
Masse ähnliche und um ähnlicfek, gelegene Figur pqr beschrie- 
ben, 80 dass sich beide in Q. berühren und diesen Punct gemein- 
schaftlich haben, so muss diese Figur nach dem Früheren eine 
Niveaufläche sein. Da dies indcss nur dann der Fall sein kann, 



'! I 



wenn alle Puncte der Fläche pqr einem gleichen Drucke unterlieg 

gen, so muss der Druck in p so gross sein wie in q oder Q. 

In Q ist der Druck aber Null, in P ebenfalls, in O aber ein 

Maximum und da alle Puncte innerhalb des Kanals den Kräften 

■'• • • ' •.•.... 

X, Y^ Z unterworfen sind, so muss p einen messbaren Druck er* 

• ■ .• • ■ ' ".• - '. 
leiden. Es wäre also in q der Druck Null, in p grösser als 

Null , mithin kann pqr nicht ini Gleichgewichte sein. 

Anders verhält sich die Sache , wenn das System aus ge- 

' • ' ■'' ' * ■*• 

trennten Massen besteht wie z. B. Planet und Gentralkörper, wo- 
bei dieser den Schwerpunct des ganzen Systems innerhalb seiner 
Oberfläche haben kann. Hier kann die erforderliche Zerlegung in 

ähnliche Körper wol für jeden einzelnen stattfinden, aber nicht in 

' • ■'■•■.. - ■ .• ■ . * > 

relative ähnliche Systeme, die auch absolut und für sich im 

Gleichgewicht sein würden. Indess gehört dieser Fall eigentlich 

nicht hieber. Während hei einem freien flüssigen System von einer 

''>'•'' ' ' ' ' ■ » . • • '■(''•• 

einzigen Oberfläche das Gleichgewicht einen überall eegen dieselbe 

gleich wirkenden Drudi erfordert, ist hier Gleichgewicht möglich. 

da die getrennten Massen für sich verschiedenen äussern Drucken 

ausgesetzt werden könn^o , . ohile dafls~ (hs ganze Gleichgewicht 

g^»t$ft W4rd, .^^ttme, . Ypn gcitreniiten flüssigen J)la88W|si|i4 ^iq<iVi 

b«AO||Aei?n Unt^^i^huqg m uniftr werfen, .ifp^ «;w«r sa da/tfy^^iii^f 

für jeden der ^ör^rr ^w^er. 4qr £;ifMwif;Ji^9 4^^ .m^^KfMfi^, 



vtk4 '^r Ctatriliigalkrift aacb noch die Einwirknng äosserer fOB 
4em €eiilratt5ri>er herrülnreDder Kräfte mit io Betracht lieht. 

um nun noch die beiden Arten ?on geschlossenen Fliehen 
zu characlerisiren , bei denen der Schwerponct ausserhalb öder m- 
oertiälb Hegt , and von denen die letzteren io itrei Unterabthei- 
fungen zerfallen, woron die eine im Gletchi^ewieht sein lann^ die 
ändere gar nicht, so wollen wir die Gleichung 

r = aFCl,i;,0 
als allgemeine Polargleichung der Flächen betrachten , worin r den 
rad. vect. , a eine Constante, |, 17, ( die drei Winkel bedeuten, 
welche r mit den drei Goordinatenaxen bildet, wobei diese durch 
den Schwerpunct gelegt sind. Die erste Klasse von Figuren sind 
durch Flächen gebildet, bei denen für einen und denselben Werth 
der drei Winkel r mehrere Werthe hat und zwar jedesmal eine 
gerade Anzahl. Ihr Gleichgewicht ist nicht unmöglich. Die 
zweite Klasse ron Korpern ist von Flächen begrenzt, bei denen 
für denselben Werth der drei Winkel r ebenfalls mehrere Werthe 
aber jedesmal eine ungerade Anzahl hat. Soll ihr Gleichgewicht 
möglich sein, so darf r für alle möglichen Werthe von {, 9, C 
nur jedesmal einen einzigen erhalten ; hiervon sind jedoch diejeni» 
gen körperlichen Figuren auszuschliessen , welche aus völlig ge- 
trennten Stücken bestehen. Von Letzteren kann man wiederum 
der Erfahrung gemäss sagen : ihr Gleichgewicht ist nicht unmög- 
lich. Die Figuren, welche wir unserer besonderen Betrachtung 
1' »• . 

unterziehen, besitzen die Eigenschaft, dass wenn a in der obigen 

Gleichung von a bis Null variirt, dieselbe für alle Werthe der 

• 1 ■ 

drei Winkel Werthe von r liefert, denen jedesmal ein reelles 

» . • ■• • 

Massenelement entspricht. Für eine kleinere fläche hat man 

,,'.; ., . ;,i . r' 555 b'F. C6j V> C> 

rittttfr ^r Bedtiigttng a > aO 0. Wt andern Worten i die Figu- 
r^eii mllS^^n sicli in lauter ähnliche zerlegen lassen, so dass itr 
dens^feeh' 'W^rdi der d!riei 'Winkel die Beziehung gilt 



r; r' 



oder 
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a— a^ 
a 
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^welche letztere für uoendlich nahe Fiäcfaen übergeht in die acfaop 
oben unter (12) anfgeatelUe 



i».} '/ 



(fr : r = (fa ; a. 



^i" > : l»:lt 
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Ueber die endliche Glelebong de^ Oberttche ^^ boi|i<^neii 

Flüssigkeit 



» • 



ii 



Wir kebren jetzt zu unsrer Aufgabe zurück , die G}eichgj|{|; 
wicbtsfiguren einer bomogenen FlQsaigkeit zu bestimmen und be- 
ginnen von der Gleicbung (8). Sie liefert in Verbindung mit (12) 

(13) 



Rr 



Aa 



i...'f 



1 ♦ 

wo A und a nach der frühern Annahme ihrer Bedeutung constant 

sind und Rr sich auf irgend einen Punct einer uäd ders^lftto Ni- 
veaufläche bezieht. Diese Gleicbung sagt aus, dass die Producie 
aus d^n rad. vect. und den aacb dieser Richtung geschätzten Com- 
poaenten der Schwerkrl(fte einen ^onstiiAten Werth haben. 
Durch Einführung der Gleichung 

R =: X cos c -f- T cos C -j- Z cos ^ 

gelangen wir zu einer neuen Relation twiacben den , Partialloeiften 
und den CoordinateU) nämlich 

Xx 4- Ty -f Zz i= Aa ' (14) 

welche Ar Jeden Puiict einer iui4. dersett^u Nivem^ehe fil^: Mif 
ids die endlkbe Gleiehuag der Ofoerflieh9.aiitiisefae&>fait.^^<8W M^ 
fert in Verbindung mit ihrer DiCsneazpalfleielMnf'^' 



i.- *i/. {IT. II 



Ydx + Yty + 2dK = 

die exacte Gleichung der Niv^afläcfieii, 

Um die Massenaoziehungen yon der Centrifugalkraft za son- 
dern, führen wir statt der Componenten T and Z die andern 
T -|- iy und Z -|- iz ein , wodurch die Gleichung (i4J sich ver- 
wandelt in 

Xx 4. CY -j- iy)T + CZ 4- «0« = Aa Ci5) 

und ihre Differenrialgleichung in 

Xdx + (Y 4- iy)dy + (Z -f- ii)dz = 0. 

Differenziren wir die Gleichung (15}^ so gibt sie 

Xdx •+• xdX -f Ydy -f- ydY + Zdz + zdZ -f 2i (ydy + idx) = 

and liefert in Verbindung mit der andern Differenzialgleicbung 
Si&^ neue 

xdX + ydY + idZ .f i (ydy -^ zdz) == 

und durch Subtraction 

' l ' • 

(xdX— Xdx) + CydY— Ydy) + (zdZ— Zdz) = 0. 
_ / Bwcauül: e^gi^beii ßißh djü. dreijGteichu^gRP; .\ 

xdX— Xdx=-0 

;,'... ydY— Ydy^iO > (i6> 



. » • 



;( 



ond durch Integration derselben wird 

'X'= cx;^ Y ==' c'y; Z = c"z. 
Die exacte Gleichung der Kiveauflächen ist also gemäss (157 

j . 1 , "• + (c' .+-iDx' 4r.(c" + p^* = Aa (17) 



ir i ^m* ' ' 



9l$iiri9mt»^ Elum ides'^beimiclpev wähveiMl idfc iiifiiigMlio« d«fr 
GMcblftig48).idie ^ttgsnaainii.Poi^ ü^ext^ ^wblehe «Mih- d«it.i»U. 
nern Niveaafläche«. Mliell|ti^.-^iiiifiA - ': ii 1 : >< - ::^'/ tu \. i 



Wir wollen Mes« ÜiMmchfaiil' noch anf eine andere Weise 
führen. Die Differenzialgl^idmnj^ ^er'' Oberfläche hat aUgemein 
die Form ' '^* * '^ 

mXdx + m(Y -f iy)dy + m(Z -f K)d/ti="0 

... • ■ . . • ' f 

lind ' die 'i&Ieichung (IS) sfellf eine 'Function' der 3 'VariabelD 

X, y, z dar, also 



>. . .1... • "I ..• • ' 1 . ' ' .-^ <• .j .-> 1 "ili : :. . I 






Aa = P (x, y, z) 

Demnächst ist nun 

.... * ' ^ * . j . . • ' ** •- - * V — — / I 
Bezeichnen wir die Partialdifferenzialqootienten respective mit 
Z^tf', v^ so ergeben: di^ Tajrloflsoivd ^nd Maqfaoi^'sdie/ ^eihe/^^ ^i 

n ^ i . I « I ^ V -n I dF , d F , d'F 

F(x + dx, y^4- dy, z + f) = F + -H-' +^-^.. 

WO dF, d^, Q. 8. w. die totalen Differenziale der Function F 
beTCiChn^ti."*SMtzt rtarn-älgdanwif^f r,>, v "Ntfrf crntf^'dr'tfkvAy^dz 
diJ'Ö«)wen*x,'Y^-to,-s(or ei-hi»^ 11111» '' ''' -X *— • '^^ '•*> r* - 1 



**) Legeodre und aach Laplace gelangten durch Ihre Unterso- 
cTmn^en Üeidtf Äi 1ieih'9chTttlsse;' dass da« '^tiiptli»€h^Vsi^rdM^aiis- 
sebliesslich die Gleichgewicbtsfigur eines homogenen Planeten 'UBla*j0e|^I 
ihre ni|ythfimatische_JELer)ieitvipg ist. freiljch. nichts einzuwenden. Indess 
gründet sich dieselbe bei näherer Betrachtung auf der Annahme eines 
wfriliütirch' und blrAe'^frckfrlclit ^u^das G't^cHg^wfeHt hngeti^infffiHnt^ifUns- 
drucks für den tüdittiS' «iicier 4^:J9^ä'l^ldi. -Ein solahesiiTerlViilHi lotaii 
nia^4i^fi eine YoIIsUfndJge und apriorische Lösung des Problems anerkannt 
werden, wenn nicht erst bewiesen 'vird , dass aHc mögliche Gleichge- 
widräfigoren ' noihweiidig in 'deifi A^sdhi'ek^ d§^ fi%ffVie(*%i 4br eiferfliiolMr 
enthalten sind. (Laplace, M^c. c^l. livieidtl -^fbp. iSM»iaiM<Ufif|tftigt«||nB 



' F(K, y, 1} == »(0) -^ adSi X -{- ix* + «zj 4- tu + 

+ ♦(0) y + ^" + «J« 

BÜhia allgemein 

F Cxj y? = Ax'fir + Bx'yti* + . • . 

. Unter den Gliedern dieser Reihe mfiasen tich «neh nach 
(IB) die beiden ezacten iy* und ii* befindea, mithin wird . 

Aa = P (X, y, 1) 

= Ax^jßir + Bx*yfz* ^ + i (y* 4. i*). 

MierenEiit man dieae Gleichung partiell, ao ergibt aieh 

m (Y4.iy) i= ^) =/3Ax-y''-V4^f yf-«x*+. . . 4.2if 

iii(Z :|^ n)=(|^)=yAx«y^«>'-*+<dBx«lf«*-*+« • •4-2« 

Adiiirt man 4i^e drei Gleidunpc^ nachdem auin die mite 
■lit X, die sweite mit y, die dritte mil x molti|diciri hat, ao er- 
hSlt man 

mAa=(«+p4-r)Ax«y/»2y-H«+^+^>Bx'y««*+- • +a(yH-2^ 

..,.(; Ana. .4air V^rgteicbvog dieacir aut der /»bigen gehl d^n end- 
iiali'-.bar«w _ 

' ,==« + ,3 + 7==« + ^+^= ...=«. 

nie gedachte Function iat älao homogen and gehen wir Wr 
rttik mt ^e Ar aie entwickelte Mhe^ ao muaa aein 

' Aa = jtx* 4- /ly* 4- ri^ 4- «y + «y + •y« c*'^ 

wMfai die aUeitt mogUtche Figur im allgemeinaten Falle ala drei<> 

axlgev IRlipaoid erkennbar wird« • 

Nun laaat aich leicht zeigen, daaa^<fie Coeffizieälen ;#, v, « der 



-Steiner Ha^ptat^* dlreben . . muss« Die^ igniCittidmie . .GletfSiliimg i«t die 
MHI^pmlktJiKlttichQngi jiAnigeDaairiieai^iiff di«iie,8ich:4aA EUipspUL 
um einen andern DuiilfaätoaKMr HN^.PBA ari diel k|irz9at^9 |#' die 
lingstr Axb. - Ba ' die i M agsei^ii^hullg y.ejMaig . i und . = i^lhm in den 
<Arei Aien^naeii 4bi^ Richtuiig dltlser>iibiAWh&^; so. .wUrde«^ die 
Schwungkräfte des Punctes P, nämiiofa iy, diild . tz . jede jn sweä 
andere zerlegt werden können,, |n eine nach der Richtung PP^ 
und in die darauf senkrechte. Wäre die letztere Gomponente 
nicht der IKuN: gleich', .fio.wäne dp i;iiicikt Hi allfp yPuncteQ d^ 
OberflädKe giächiNdU, .lilso die Misse ;OUflii tnicht m Glefchge» 
Wiciite.: Deswegen mwis ouD^.die Pfeliuiig$ftt«,init einer der Baiiptr 
"ifliiM'zififoayiiehlatte»^' alsdann kanninifniiajMiebmen^ dftss 4ie bei- 
'tieu' andern €eei^dinaten> den* übrigeni Aieoi'iler.jgeQinetri^cdtiieQ f\r 
•gUf'<par«t]d'6^iehf;^'"- ' /i . :. .1 ' .".i- .».ji» ; ,; 

^ '^' t>ie ^byi'tech^D^eiirilt giriviiatit dureli «lese Modlüoftiioa eihe 
'Glfeiaiürig VlJn'd'el'-FÖrA '* 

., kx^ + iiy« + ri^ z= Aa (20) 

''"'^M^tMe der'dHsi lAiten die Drebmgaaicc seiii nttsfeie, ob die 
-ktirzeiftte öd^r ' eine il^si' beidel^ afi>deren ^ > bleibt noeh fraglich , so 
Idiige nfcfits* liibfe^ tfie Richtung' der^Resihltintei der gesanunien An- 
xl!4ufig' tfekkn'nt' ht'' IM^sen llrsst <ridi ^Iscboii im Voraus lesC<- 
^e^zefn'; d^!ds''^d&s Glcli^fagewicht der ft>eien.Ftös»igkeil nur 4mib 
miSglfclii' Ist', wienif 'dS^-^Hlelituiigen der Massenatttadion und die 
der^CentHfugklkrafl'auf'eritgegehgesetzteti Seiten der. Normale lie- 
gbnV' lyemg^mliirs lanb tinter den RotoCiooselUpsoidea nicht das 
oblonge,' ^ondöYn mir das abgeplattcfte eii»e^ permanente Gleichge- 
wichtsfigur bilden , wenn nämlich die ungleiehe Axeals bnehufig»- 
ate anj;e'nöbmen"Wird. Es ist vött'Cl-Äussen a; a. O. der Be- 
weis giÄftihttwoföettv ÖÄfss das flüssige i dreiaulge £llipsi9M& «t 
>^ViäaheY)teäi Gieichgefwidit^ sfefi nth* ttui ^ie kilmste Aie drebeli 
könne. Eine Ausnahme jedodi *ib!tii<^t' «hfei^on^ äh^riuneifdliol^ - €]^ 

3 



Uhilt^r^ er iwM^ ^^ *^^^ lüigiKe.Ax^» sMirdraheM bfeÜifveittrM 

^y^^ltUf) MI- %fMl«tis«li«tt Wertli tufLfmdißthi es <döcb'mt4cff XMi^ 

f|jW»l^c» wir mit >A^1>, CirPiyerttydie^GBftse.^gr Sobw^rh 
^fll^ li«^ ^k« drti 'PotM'IdeB PHinelen^lwl seit alM.iier -Mh^ren 



Aa = Bb = Cc (tt) 



worin a, b,''c ^e'di*M filalbar^^ «h»^fillipsaldies ^eUrrdineti. - 

Die i^eitb'iM^iidde, tti& «ihicl^^IGIeidbiiig: i4^ OfeeMidlli^ 
tieniifeit^n , fQhrf''hiebl'8«lii^0Ml<, .«wenn <dirrFld«M9kolt ip.;Stdke 
Terhai'fl , alfio i d«r «Kiril' fi^iobnist yivMli. der^cid nievr^kicibiiAg 
-uiib^iHiJtirmt 'bleibUi >^bar/4ie>ist 'niafati ofade ^WtuCb,. tiilifarii:;«»^ 
leigt, dass die Function F homogen ist. KloedetHuleit^tiilhlii^ii^Pi: 
^Griuidilifni&ttM«i eiaer «en^p TJb^eerie ijd^r.Srj^eifift^lJ^ip^^, .fag. 8 
durch ein einfaches RäflODoement ab, das|3 ;^ip.)i^Sjjj(;^ $^cb.'Selb^t 
überlassen einen Körper minimae areae. also die Kugel zu bilden 
suche. Indessen lehrt die Theorie, dass buch zwei Körper maxiraae 



areae, njimlicfe. der ^abegtimto 'Qy Mlftfer ffiil i^ii(Rira^^f€|fD{i/X}uer- 
schoütiiindidi^r' nndrtdikthel>ti»ciiw». i#,iSii«icl)gf;w4f^^{ejj^^i J($n]]|«a, 
^^nii Mwb labili i Bs «oll. bteri nun ,. und :f w|i^ ^ ^lAei^ ^^.^H* 
Wege^y'wenfh f8ick<4lMh(||;iigen die ^g^q^nh^Mi 4?*» «F«<«<fW ,l)[fc" 
•iNiik'iIwdfelerbidJfen.itoUteii,;) gezeigt wejfde^,..dfUBS. diOfS Fl9«ai(S^ 
idi ^Ruheiastaindfi.'.di«. iFigar (^k^eSf'imiisoifles a^H^un^hn^en- sich 
-beMr^ibtii^xDit.iinBlysis iwird. d.aop .lBhf^).daf6 ui^ter jalleo^Elli- 
^fMioidhiMn«? .'dos<;gletdiä»gGio4ejr;die,K))g^l0(j.(^r uneadlich« Di^cus 
-uodi <ier) uAemUich-e' Gylin dqr mit IrtM^oin^igcr .oxki^, rectiliucaEer 
•lli|fl8(idc^^61ekbgalrioM«ng^üg»ii. . « , _ .: ; .j . ^.:,.. 

>'ifl ( Obefi' ist bewioaeB„fRrp^^p,y ^s?i .die/Ca^Hi\au^Mt?jo,4cr An- 

dkb- 6n(ft«itaKin{^«|a«|||ici|p^n i^lffifh Hfk^m^ >A!W?. f ^fi^^P *»?" 



•iii •» . #r. 









.1 v/r. ' I,.:. / „•: .rs^.4rSj'MRy=.)»):3h'ibJ/i' 

Z : Z' = f : «' 



r. -K 



Jal^ >die>FMd«Üote )P(x^'.i(y«l>Mr#m :nlP^>GtW«^iiso: i«äre 
X r= px— « + qx— « C^l'y + q"?) 

Y = ty— » + uy— « (u'x + u''z) 

"^f* ■ • • • 



:P 



I ' 



.•■-.!•. • 



. • ) 



I • • . • 

irtaiile/AÄ J*o»jtiiiiifr^ffi«wai»»ac|iÄ,,|Wyai|^ j^t ,.' 

und beim üebergauge voir y' und i' in Niili ' * " " " 



i'H'l I' «j 



'...'«,; i-)iAji{!7t7ro§So!-.(;) ,j. j.j f-A. 






Aus (22) folgt nun A: V = a : a% und wenn man die 
Gleichungen für A niÄli J^d(rj^e|i^d«r^ividirt, erhält 



man 



1 = JiTTT, C23) 

was nur unter der Bedingung möglich ist , dass n = 2 sei. 

1?,! riiilJnr.T'/.d lir,v ^hi-;;^ 



— 96 ~ 

Oder so: man divldir« die G1ei<^6ngen (ttr X und X^ darch 
einandfef Hind setze X : X' <==i x : x' iiacfc (22), so erhält man 

^ _ P^'-^ + qq^yx^-^ + rf ^y»x^ + . . . 
px'— 2 -f. qq'y'x'— "» + rr'y'.^x^ff-* 4* , . . 

Bedient nüan sieb alsdabn der Subslitation j^ : x' = y : x, 
welches die> AehirlicbMt ' der NmaoflScliea gestattet^ soi-ei^ibt 
sich 

(p + qq' ;N+rr' Ji + ..;;) ö-*-«-ttx(— «) = o 

Der GoerCci^Dt. zur Linken bat den, ^Yerth X dividirt darch x*"^, 
woraus hervorgeht 

» 

Dies ist ebenfalls nur. unter der Aediogung in(>glie)i j, ^auß 
n = 2 sei. 

Hieraus gebt denn endlich bertor« dass für das homogen 
Flüssige, möge es in Rulie öder in einer gleicbf(>rmig6n Drehung 
begriffen sein, das dreiaxige Ellipsoid die allein mögliche Glleicb- 
gewicbtsfigur sei; wenn, müssen wir noch hinzufügen, es über- 
harut)t 'be}'*=^in^' freien' Bewegung im Gieichgewtciite. sem^ kann. 
Denn es bleibt' ti6ch' die' < Aiifgabe '4^^ aötflytiscbea Mechanik zu 
untersuchen^ .ob. das epgeoani^ Potenzial der Anziehung eines 
Ellipsoides auf einen Punct in seiaem Innern die erforderlichen 
Eigenschaften besitz^., .dass nämlich die drei Componenten der 
Massenattraction den Goordinaten des Punctes respective propor- 

r 

tional seien, da ja das Gleicbj^ewicbt' verlangt 



irdP- 



• • • • I 



• a*d. w. , 

Glucklicherweise hat sich dieses nun durch die Rechnung be- 
istatigt, weil |)ekanntlich ist 



i.» 



;. • .'II ']Uf>i ', «. ; .iMi'BliyktYi^ ' .1 i IT* I« iiWft' .1 't . ■ tu •• >'>•■ ' •• '.'• 

, ; Funde jene Proportionalität ^,9Jcht ^|^tf, so ivürde es für freie 
rotirende FlQssigkeitsmassen keine permanente Gleichgewichtsfigu- 
ren geb^n und diesplben vielleicht im ewigen Flusse sich bewe- 
gen, wenq . ^s nicht etwa Figuren der andern Art wären, bei wel- 
eben der Schwerpunct ausserhalb ihrer Oberfläche liegt, deren allge- 
mepBC Unter^iif^ung abfer nicit im Bereich idieser Abhandlung liegt. 
Für eine im Gleichgewicht befindliche ruhende oder rotirende 
Flüssigkeit finden nun die schon früher aufgestdltlen Hdhtiotieft 
statt: ;.,, v,,. .: ••,., ■ ,i 

X = ex; Y == c'y: Z,== c^'z. , (25) 

also auch ,, 

V v-xrfx — Xdi ca=/0 • /!• ^ 

und da aus (äSJ »d'it PrbjJörlSön' ''•••f'- -i'^ ' •*' •»•...•,,if»i'>..-».! .;;'^ 



(".^Mtf^ ■■■'■{";) 



Kk I. 



dafe^'*Ä*^'tittfendll^5h nWtt'Wfceie 'foijjl '^^^ ••'^" • ' ; ' ' 

xcfX = Xcfx 

so ist c = X : X = dX : dx = <^X : cfx. 

fii'ti' I 

Differenziren wir die Gl^chung , i-, 

r 

dR ^__ Aa '^f'.»:!' •• M i; ' xji .,j.i 

i '' ^ *'^ 

und rdR;+Rdvt=0 «/ (26) 

>•) '0ul^'YttH«fJMV goiängiih iTfr 2tt<tfeiÜ VeyhältriiM«^ d«)r •V4r<<' 
änderung von R zu der von r, wenn wir von irgend "eittem^ 



Puncte einer Ober fläch« ^iu dem benaclI^artekl'Puacte ein^ unend- 
lieh nahe lii^göAd^ • NiVeanflätjhe^Ubel'f^heil^; es ist enthalten in 
der Gleichung • ' ^-^ .t> 

• '>-".•.>.: .• ..i .•«;•'; i ■! 11 .'^ .'.• '• \ - - iji i ' ''• •• .' i 

Zunächst ist nun fUr fernere Betrachtungen eine genauere 

. ■ . . : • ) i-i i'i fj [ .;' j! • i ^^ji«' 1': : :' , •' ;< *; 
Bestimmung der Constanten der Gleichung (20) erforderlich. 

Dinef enzirt man dieselbe zweimaf partiell , so erhält man* 

2f = ilx« + ^y« 4- i/z^ 
Die Gleich'ung Tf 4) MifÜ "^ ^ '' '' '^' ~ "^ 



d»i;ii 



t" 



a)'+.a),v+xio-=- <»^ 



und die Bedingung des Senkreifh^tellens der . Schwerkraft auf dem 
Flächenelemeute der Oberfläche lifgliiop^^ .ffi^rpi^^ ^.., ^j. | 



■ 1 1 



Als allgemeinste Oberfeahf^f)ifh^Hg(. .fl/?R,„.iMfnifj|e^tpn 
Gleichgewichtsfiguren, welche^ homosen sind und ihren Massen- 
mittelpunct einschlie^sen , haben wir erkannt diejenige von der 



Form 



a« 



+ L + 5 = i- 



In Verbindung derselben mit der aus (20) abzuleitfj^^ 
identischen Gleichung n/- >'• 

^|i|lt^ irif fi9lgfi94f W'WtliA (ti^ fl^.i4f§i^ wihiAtwmiMijQoeffi- 



. A« A«;j A^ 



vrt*r. «<HP<=N,''5i^«»»'!fiWÄ?^i »«»n (f^Ji>... 



I» U 'i 1 . ij'i i!)il'M 



A= ^ ^'^ = ?f*'>':^~'' '*"' ^'^ '''Cäl!)'*'' 



a ' '^ b ' c 



' ■ / * 



' bä wib^d1«~x-^Ak«=^lai»/0ratR]nff8ax«|-der Ma€|»e aBgenommeD 
haben, so muss nun, wenn wir mit A, B, C die Accelerationen 

a« de« Hii^b'Bolf;D..dte£Mipfoi4iv .^Q'ili)aQllll$^^ 

^ärila» <leA:'MJdaD! PoWftr:ife8kvAJi»|«ttorfli mpa iVn^mc^^fi^inqn] 

Ax* B'v* C'i* •••'■: nv;' ' .'. 

V + -b-+ c +Ky« + .«) = Aa 

Stattfinden , und wenn man aus der Gleichung -des dreiaxigen El- 
lipsoides für x seinen Werth sifbstituirt 

■• ■■■ y ¥"^ ~; ^^ >f l) 4:W ^'^''7^?^' -^-iV^^ »^ .-i-» 

Es lassen^ .^ijjj^.ijjiii, .f^uc;!, \?.ifjit|<Jie,.We^fhp.,<?er Co^^^^^^ 
tAn der Anziehung angeben. Weil nämlich 

ti: . X = ^;..(V.+ iyi) '=^ ^yi.<:i ^. ») = rz 

ist, ist nun genauer 



— ' '• > 



;Xvaqi ^ix ; I C'Y'4.. qr>i w?i ^> yi{-. j0J .^n: Wo ^= - j R iC??i m 

Durch Substitution dieser Werlhe in die beiden Differenzial- 
glcichungen'" ''•'"^"•'^- "-'J^ - "i - ^--.u.^l .:•,/ Ki|/. .:i 

Xdx 4- (Y -}- iy)dy + (Z + iz)dz == Ö 

xdX -[-,ydC¥|4r lör)-4-.««X 4-*^} = 



' . ' . f . j ' "'{ 



Ä -i- 






J «• . 



Durch Inlcgraüon dieser Gieiehung koroÄfen'''wir' oatü^^^ 
iviederum zu der Obbrfläcliengtteichung / 

< « 

Ax* By' Cz* 

a ' P c 

Wir -woHen ttfiifiettst die €röalpe op^ RicMuog d|ii#it)aaeiu»<^ 
tersucHeil) die m 'ii«end< ^l^d^iK Puotl^nM der i Oberfläche, thati^ 
sind; was danft 'itlr'dteise <#iU^ 'wM amch fOk^i^die aniicvn tNincauH 
fläcbeo gelten. i\.;| •. ^ ^ -^^ 

• (I ■ «. 

Ueber die Beziefaungeo ,' velchÜ zWsf^heyi 4e|> SfibWrkrari'^*iki4 einzel- 
Den besondern geometrischen Verhältnissen des EUipsdfdes ^ttfinden. 

Eine äusserst merkwQrd^ge B^zföHu^'''^ ^zWi^cfi^^ der 
Schwerkraft irgend eines' I^uhctes ^ Oblerfiäehe und-^lfiiiijii' dM 
Normalen statt. Combiniren wir die beiden GleichuiTg^Ü'"(IOÖf 
und (32), so tritt dieselbe" hei-v^^^ ik'der fölgfen'deri'""''^' ''-' 

A B C 



- - 'P=i=^taji<a= r-öid ssz^a^^ / (34) 

a ' b c ^ 

T>in:ri<;;^ (Hin ti^l ,'>{ 

d. h. die Schwerkraft ist den drei zugehörigen Nor- 
malen des bet1^at^fa^eUe)l': (^burflileliefi^leineirts/pro- 
pprtional. 

Es wird von Interesse sein, die Schwerkraft d^,r,ch^^^|ein|e 
Coordinatengleichung auszudrücken. Da stets 

Pd^n M *^x ^- j Vc^^ -p>ze?z : / 1»/ 

ist^ und we|;en-der AebnIicbVeit der Niveauäüctieu''(/ie''Bea^eliu'n^%%^ 



- , dz : rfn == z :ia,,f 

i S f < 3 ' '< 

«iaiiiiiiucii , Bu j-iftbuuirt hterfkifir die fernere 

«^ ~~ "T~ 3i r,i"TT .; .' „ -,,.1. v.'j i''/ ii'j'l! •*• 



oder die eiacte 'GleicbUng ' » -- . . ... , 

,1'1ii •! i r|'M"|- in f ;|K «(!'«'. iij .|iU2 ^ '^«- pUt ''<- '!»;H' Jt'-'S Ikiii 

)yi bn„ ' CDx, 



an„ ^ bn„ ^ cd. ^ «^«^»^^ 



Hieraus frgibtisicOinei andei^ »einfacÄe 9«zlel|i||ng zwischen 
P und A, namlich 

P. - iLJL + yi- + 4^ (36) 

iOWeil feriifer. die NorilAalen ! eipes*^|cind „dessf ^cnJ)^erflächen- 
elementes eiiV^*'PP«>"<^*,s'^^ v_€rhaltefl'^%ie jie Quadrate der drei 
Halbaxen, folglich 

Dy. : n„ : n,, = a : d : c 

so hat man auf noch andere Weise 

I " «''■• ,•'•>< •<•«»• 

Pn„ a«x« K »!y! a^ i!i rq?-» . 

Eliminirt man hieraus Dj. vermitt^UAh^^r filmiffNMi^iiH)* 
so erhäJt man einen Ausdruck für die Schwerkraft in Coordinalcn- 

«. f. - •» -|. '■I 

längen, nämlich * a ~ 



1. ' •; 

-'v*ffi\i'< '»il. IUI 



1 Xä^x* ä*v* a*z^ 



:) 'mmM'.ii . I!t. lii 



oder nach EinfÜhrüHÄ- einer frt*ern Bezei^nungsweise 



-Kar+cs'+o- 



ibijb T'tiü 



— A — ' 

Auf eine ziemlich eiofeebe .Weise :lui«n man auch noch die 
Schwerkraft ausdrücken 4MrQhv : • : /' 



""Wa ,. .m. 



Verwan(||B|| tqan^ (die rect^winkligf i{ in Pol^rcoordinalen des- 
selben Anfangspüi^tes, sd ist 't~ '*■ 



r cos*; y = r cos ny ^ =5^; j'' . 95^f., 



I-.» 



und führt man sie Iq'i C38> :ei||, indem ..man zugleich beachtet, 






^" a Jj c ^^ 

so entspringt darauft., 

+ -ITA r 






i/ cos 



^ a* ~ b' »^ c' 

:{ «i- ■■•1 . ir''«-.(t(i.i; 

woraus sich durchi die bekannte Relation zwischen jenen drei 
Winkeln 

cos ** -j- <^®* >?* "f* ^^ f* = ^ 

•< t 1 > 

die^dtoe öder andese; der! Wi^elfanctiopjpn eliminiren lässt. Wenn 
wir jetit in (38) folgende einfachere auch sonst gebräuchliche 
9Qk«ithMrtr^i0lbe-eitifAfereti'''i>' -.'h-'i; mh. *, .., '.m 

b«_a« , c«— a« ,,, 

80 tlMfirt sie ejeen • jsehp^ 4»rau|Uibafeii Aisi|nicL U^r die Schwer- 
kraft, nämlich 

oder aaeh ^ . ) i , j 4 ( , j | ' ! 



V7 
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nachdem zuvor x eliminirt wurden ist. Da a ^die kleinste Halb- 
axe ist, so ist hienach stets P <^ A; auch ist P stets reen, für 
alle Wertbe von a, b, c; wogegen die Masse nicht unter jeghchen 
Verhältnissen im Gleichgewichte sein wird. Das Verhaltniss der 
drei Axen ist abhängig von der Dichte und Rotationsgeschwindig- 
keit der Masse , und von demselben weiter unten die Rede. Der 
Winkel , den die Normane. ,i)^it--4eiyi) safl^ vect. bildet , wird sich 
ebenfalls als eine Function irgend welcher Coordioaten des 
Puncto d^Ä^fciwfc hÖiiWi;^ 'Wtf' fti^ •'•^" '* ''^"^ '"'^^^ 

^ aAifr 
Pcfn =^jA«^a ==,, 



wodurch sich der gesuchte Winkel unter diese Farm brütgMi 

.. ! . ' * — cfn— - 'I aA 

* ' ' nr = arc.,jC0Ti*~-— =:^'*arc. cos -— 

•.'1 dr'^^^ rP 



— ( 



i..i' 



Majfr;dcaHiAefi9«§||i{)-MMf^«!i0^^o.>lf').' \ni .l)in:l:ui/ 'mU 



'*iH r »i'»'i»:itr? f''»'^.'!t;litKf»eo« «^-^i»ti'>lottMi r^ ^ j\ •e<|S(C'^ *^J" 'm: »low 

nach (40) gilt, dies su^titiifrea^ c^n(ac^er sind die gleichfalls 
gültigen Formen 






nr = arc. cos — := arc. cos — cir arc. cos — (42) 



a 



Es ist mithin der C^nus der Ablenkung der Schwerkraft 
vom rad. vect; y^ffekehrt^proportioi^lf dein Producte aus dem 
radius und eineKsdot dreK^miien. m bekanntlich die Krüm- 
mungshalbmesser sich wie ^eidrittea Potens^n der Normallinien ver- 
halten, so |i|^4^(| cfbenf4l4i<ZFii»cheti der Schwere lind dem Halb- 



~ 44 ~ 

»esser der Krümn^ung der Oberflache ein äußerst einfaches Ver- 
kHltuiss sUtt. ; : 1 J 

Sei fernef F irgend welcher Pnnct eines , Meridians des Pla- 
ueten« ms (V\g* 5) das Fläich0nel.ement einer uneqdlich nahen 
Niveauflache, MS. eine Ebene die mit diesem Flächenelement durch 
den Mittelpunct parallel gelegt ist, so wird die Normale diese 
in. einem Puncte Q ^schneiden. , Die Länge FQ sei ne ; alsdann 
wird die einfache Beziehung stattfinden 



Wenn nun P und ft.,ijj;'ei. ftftb|BrfiyPed^^bu|g ,(>f)^At9Pi, äo„|M| 
weil 

1 P^n = Kcfr 



/ f. P -f^'lLjl f hl tA<\\ 



Die Abschnitte der verlängertiiftft' C^4i«tttl^'iNMf'^ev Krü^^ 
mungshalbmesser^^ welche^ ^I4^ch eine^clujrph das Gentrum paral- 
lel mit dem Ob^vflächeneleä^t gelegte Ebene erzeugt/.verden und 
welche mit Xft,>.y«, z,, n«;« beseichnet irerdeng mögen *,i4iaben, wie 
Iclar ist, folgehde Bekiehubgen zu den' Compdnenten 

Je : ne == P : Y ^''»"''"'^ '"• -' '• - 

V. z« ,: Ue = P : Z. 

Dn^lch Substitution Vdh (32) (39) und' (43) erhält man nun 



'1/ M^pifZl*^' "'■ ' ■'' 



■ ' »M, i 



. a' C''\ C ^ 
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O-'C^) 



Beleuchten wir die in irgend einem ellipsoidischen Schnitte 
wirkenden und nach derselben Richtung geschätzten (!|(^nK)p;aenten 
ein wenig näher. Wir gehen dabei aus Yon der Gleichung 

• ' Xx + !(V 4-' iy)y + d 4- iz)zvt== 'Aä'"' ' ' -' 

Denken wir uns einen Schnitt parallel mit einer der Haupt- 
ebenen durch den Planeten gelegt z. B. mit der yz Ebene, als- 
dann ist X canstant gleich a' und :,.:;v 

Untersuchen wir jetzt den Werth der parallel der Ebenetfte^ 
Aequators geschätzten Kr^ifl P' in irgend einem Puncte dieses 
Schnitts, sielst / .} ' 1 " ^' 

Wenn wir noch :dre. HaTb^xen d0s elliptischen Schnittes re* 

4 

spective mit b' und c^ bezeichnen . so' werden diese von der Nor- 
mallinie der Ellipse d. i. ?on, der, Richtung der Kraft P' geschnit- 
ten werden. Wenn ferner r^ und n^ dieselben Bedeutungen fttr 
den Schnitt haben, wie r und n für d^ EfJ^f^ , ^^^ ^jty 



arc. cos 



C^3 =^/H 'f "^ (|?) ~ * 



wo ^ den Polarwinkel der Ellipse bezeicl^pejii so^t, j;ip ,4^$Sjjpjap 
hat 



-i : '1 



4i 



r cos ip =: 2 ! r Sin A 



Bezeic|inet B^ die Aece)erationen im Scheitel ^er Axe b^ und 
zwar nach ihrer Richtung geschätzt, so ist nach der unter (51 
und (6) aufgestellten Beziehung 



— « -- 



and demgemass 



VAi. ' *wJ. > 









dz ^ 

r' cos (arc. tang -; f) 



)i «, '{'.'»'.^ji :•» fti " 



^'M ..: d)||, S' -. ti •;.! .>! '{-ul 



(t 



' ii.jil ji •'./ I'') .«•>, . i , ';. •• " .1 :i i,"' .T.J.in Lili-s,.' !;• 

dz ^ dy , . dz 



^^«<^^'*^?J«"Ai7v-.?'X,-: T r^.*/fif+J'" ^' d 



8 



•■.>)). li : j'; IrM'i'» j! it .I''!.:ld8 ...'.» '". i. »iji' rüll .i// n..ii»<l 

und weil P' = {^Y -:}- iy^-p isl, 



1 • ; ) 



CV ^.^ i» f ^ "0^ 7, 'J -*= r 8'»»' C45) 



^tlMil"^'! i :i. !•»:!,?.", .'!. i:'<'«''V ' ., *\]\[ i,!f i(..' i.-..|| 



^ » - M; 



Hieraus folg^oMch- \r . • ' » ? » 

— if '< n {..,< -r' it->- '» all,/. TTTTTTi •HL,/2 il " '' ' ij'..f* 






r.: .» l;^ 



BV : ■' ; ^^" = v; (lö) 



• ni -■••:, "i Ih.-,/! i :, : ,r' . ' l.^„A» .i .h ■.- 'M ; ■'. -lhüuü 



It»' :• WWW \>k\ , ' '.'. '.''s. ; '■'; l^J'.'.i \'"'.*/ ,\\>\'l''H '^ 



khi dten T GfdÄUi^(»fi 



!? n«: ./.:.» 1 f* . :. linl } .• I 'i .'■ «• 



^ (^^^. iz) : E =' C^ c 



B' : b' = B : b 

C : c' = C : c 

weswegen auch für einen solchen Schriitl des Ellipsoides die ana- 
löge Beziehung stattfindet 



— «r — 

'WäMi Stets "" *^* • -' ••• '••«'••i • •• •'*. «i« '»»• . r , .j-.^ -mj!,-! ',if, ^i,-. 

" I I •' 

•1 !. 

d. h. gleich einer Goqstanten ist. 

Für eilten den. Cocfrdih^eqf^euen cparalle] ,KpJj^|^en Schnitt, 
gilt also , sobald nur die Componenten auch parallel dem jedes- 
mi ü l^ em . «Schmtle 44mliäM ^w^ydcn;^ gjSH^^^^^nMi^bffi^iifle.jipr das 
igatee. KIHpsoid; iüOd .ainf^(iiiAlHU'e.B^r4ßbHii)g,,ri»«r^.^i^.4^^ 

psoides richtig sei: die Resultante ist der Normalen des 

BafSQnelementis, -in ^ 1^.1 eile m ^d^r- Fn n et' liegt, direct 

'.I . ' • < 1 »* / 

proportional. 

L^t.dnini ,ii%^ j^iiip ^^r?(|«.,ai^rp^ ,,j|iiftjpip^ij|d^ ^ so ist 



I. ..1 .} M-' >'..:^ . - '. 5P«JJS =3:/f'(|S<.ä; .v,:i,i4 .1 .1 



» . t. ilW 



..'Ajus.der ^Ähnlichkeit. d£r beiden Ellipsoide folgt die Gleich- 
heit Yon cfs und cfsf, so dass man für diesen Fall infmer die 

Gleichheit iron T und T' erhält. ^^' '• : ? . u.h 

; « M» - 'i: "-// , i: ^•. 'i, >! ii- (I 

ji % 5. 

Uebcr die Curv^n und Flächen gleicher Schliere. — Druck im Innern. 

' Es ist zunächst von Interesse die Et^i^fchsfteü' deif^isonS^lf- 
mischen Un|^n^urf FlfC^en auf- einem ^m Gleichgewichte .befind- 
lichen dreiaxigen £llipsoide zu untersuchen. Mit diesem Namen 
belegen wir die Verbindungen aller derjetll^eir Punkte ,<Jiuf . ^ki l c 
die S<;hwere, mit. gleicher Intensität, ^irkt. Die Constanz von P muss 
stattßnden für die.iCurven^ deren Normalen in denselben Entfer« 



' 
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nuDjDßn die drei CoordipatenebefMta durchdtfiiigen* Diese Curven 
stellen sich dar, soweit es die OberOäche^Aes Ellipsoids betrifft, 
als die Durchschnittscurven zweier Ellipsoide, deren Qii^hpßgf^ 
sind: 

^ ^ b^ "+^ ^ — ^ 

•'"""■"■• ""öbnijtänt ^ I» büi A« |/^4 H^'bi"^^''-S' ■' 

'' 'Sfetziifif'wir^dÜe'codsfeintt Grösse gl^ln «aA, «A^^io 4» >Al9»- 
rtk^hit&'''dneit^Wu^^blidf:vtleij so wird die »Gleichuiif .d&l andwo 
~Äitt^ d^hi' wirMichen ctthc^tfisiehfeiy utid fiDgirten* Bm^oides.'! i . 

^ ' Ist' ttal^t'^ilil-kfifche £]fipsoid dijf^estült/dal^'<c '>'b ^>U, so 
ist das iin(nrte ein solches, bei deitt die x i:tt in kiiä s^'grMb 

wie a, d. i. kleiner, die y Axe nibal so gross wie b und die 

cl 
-if'.'Si^OJu '\i-; •<• ' ,\ \ .1,; ' »'» •••.• 'j jL ■'•« «tt'JLi 

z Axe -m mal so groiSs wie c ist. " Wir ziehen foigenae ^wilüsse 

daraus: es ist •;.•.. «i f ... i .. .-. ...... -.» • 

i) Stets a' <^ a, weil a' i= ma; 

Setzt man die drei Halbaxen des fingirten Ellipsoides gleich 
a% b^ und c% so bleibt 

2) stets b' > b^ und c' > c , wenn m > -r oder was das- 
"^"•3)"*immer"b''- <: V, "iW c' '> c'^ wehW |-">'ni-^::i ^"^••*«' 

nun../ ij! ..- :h N..' . .r-i: . i. •» ,., .,.i' •;. .H :. .-ui' ..T ,. i.i .«. 
'«befc#^ giM^. -m^.iJX Ti-.isU .'i--r, ri.. .».% •.'../' -.i:. -.w/ u,:,.: i 
^.rUih ■! .s- ^-"5-.)- • -.i-i '-liiy ii;)i..-MMJ ;••■•'•. .•■Ulf,. ^•.' >.< - 

Im Allgemeinen lassen sich also stets zwei solcher Curven 
auf dem Ellipsoide angeben. Beginnt man mit m = i , so gibt 



I 
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es nur zwei PaBcte,' fiämlidi di^ Scheitel der x Axe , oder die 
beiikm wirklieben Pole, welcben die erwäiite BesQhaffeftlieit zu- 
kommt; wird endlich m'=±= -, so berührt das zweite Ellipsoid 

V 

a^ 
nur die Scheitel der Axe c. Die Axe a^ ist zugleich — • b' == 

— , mithin a' < b' <'*c'trad das zweite Ellipsoid liegt jetzt 

c • * • • 

ganz inwendig , während es . anfangs das wirkliche einhüllte ; denn 

für m=B, i'^ wir4 ä'> 2» «, b' =r= L.- c' ö ^. Endlich wird 

a a 

noch .i5ür m,. = v^ ^ 

a* c® 

a' = T-;. b' =f= b; c' == — 

und in diesem Falle berühren sich die beiden isodynamischen 
Curven'in dem Scheitet der Axe, b, wo piqh. dieselben halbiren, 
die Hälfte gegenseitig vertauschen, und sich wieder von einander 
entfernen. 

Es wäre von besonderem Interesse zu untersuchen, ob es 
auch auf unserm Planeten solche Gurven gäbe, die von den Pa« 
raH^llcrUsen zu beiden Seiten Ücls Erd^phäroids regelmässig oder 
symmetrisch abweichen; auch ist es ni(^ht als unwahrscheinlich 
anzunehmen, däss heterogene Planeten die Gestalt eines dreiaxi- 
gen Sp^fir9^^s.iüis,l|eKmaj9eptß.GI^ipbgeiirichtsfigur annehmen kön- 
nen. Indess wir werden weiter unten sehen, dass die untere 
Grenze <|er^ J^llipticität .e;n<^s im Gleiphgewiqht befindlichen drei- 
axjgpn, EUiitfui>i4«ft überhaupt, weit höjl^^ liegt, als die EUipticität 

des Erdballs , und dass seih Rotatiohsmoment V oder 75 — - 

welches den Werth 0,00229971*) hat, nach Meyer's Berech- 
nung das Axenverhältoiiss 



*j Dieser Werth V, den nian erhält, wenn man den von Laplace 
in seiner Mechanik des Himmiels lib. in cap. III berechneten 'Werth 

4 
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tw B6#ftgung des Glekh^ewiohts macht. Somil diWfte dfieHtöfi^ 
pung 4iQ betreffende Art isoijynamiscfvfir C^\,?r>|^f;J[ f(i||^/;rqi^.^(|7 
ball za eo.tdeckcn wol vergeblich sein. 

• • • 

Von ißT Gestalt dieser Gurven verschafifl man sich eine deat- 
l^c^er^ Voir^telbinS, . V^j^^ ^n; ^e^ .Pr^ec^on^rn au/ii.ijjf^ dfiei 
Goordinatenebenen betrachtet. Aus deo Gleichungen der t>eiden 
Ellipsoide kann man sich' durch' Elimination drei Gleichungen 
rwisjcl)Bff iß zwjei w^^kaoiüea^das^ vnsehaflni^. niotiicfa f 



;^^'-?Cr4rF5)=Cf + i-)m--l (50) 



X* vVi'*— l^ ■■■••■■■ .;!••:. 

1 

Die Projectionen der isodynamischen Gurven auf die jz i|nd 
xy Ebene stellen mithin Ellipsen, die Projectionen auf die xz Ebene 
Hyperbeln dar. Ist m jgleich der Einheit, so werden y und z gleich 0, 

i^d X s ±a^ ßhr iiL«)«fi9bi g Hindjrii^hBttfißalHfdjCdLA) eim fiUlp»^ 

deren Haltax^n l? UR* ^ «WlT>„fäbs^«^.,(;^,ifl. .diA,.(^ffür|N9Wc 
zweier sich im Com^ita^f^tiMki^pfiliiid^ ^^üineiäehiktl iS^äistF 



q mit ^3 multiplicirt, ist am ^ditAs^e^ der Äbhklbdlüfifkg von itteyi'r in 
CTelle's Journal dureh »«^rif^HLrJ«M^*ltt-«,OMtoWVhVAM^ 
Bei dieser Gelegenheit möchte, ic^h , noch auf zw^i andere <|fiS4^U>sV^ vorn 
kommende Fehler aufmerksam machen: ans Formel (10) in $ 3 folgt 

(i + pp) (9+^pffi - 

weshalb die Bedingung der RealitJit.von p erfordert:. V if V4.L^Q$ser- 
dem Z. 6 voip Kn^le IJcs « s^J ;;?= K0043?yi4l., 



! .1 ♦ 
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ufcerg«lit. Dieser DurchschDiU gescbieht uoter einem Winkel, der 
sich ausdrucken lässt durch 



^ "- '-« K??E^) ^'^^ 



Die ProjeeCion der betreffenden isodynamischcn Curve auf die 
xyEben^ bildet ein^ Ellipse, deren Halbaxett die Werthe b und 



— |/ 1 — I w I besitzen. 



Vermöge der Gleiehnng (52) wird man' nun im Stande sein, 
diese singulare' Form der Curve anch durch zwei unter jenem 
Winkel gegen einander geneigte, durch den Mittelpunkt und die 
y Axe gelegte Ebene auf dem Ellipsoide zu beschreiben. Da aber 
etR Ellipsoid durch Ebenen in Ellipsen geschnitten wird, so sind 
die beiden isodynamischen Curven in diesem Falle zwei con- 
gruente und concentrische Ellipsen, deren eine Halbaxe gleich b 

^ 

i -4- A^ -T^ gefunden wird. Wäre 

beiiifpMswcisc in etVidnl iiii GTerchgeWicbt befindlichen dreiaxigen 
Elltpsoiiki das YerhilNbiss ück^ drei Axen wie i : 1,018 : 14,8, 
so ergidt äkJk där^u6^ d^r WertH dU Neigungi&winkels (52) zu 
39^ V. D«ftfiHi|M0i«F<48) hkit aber mefat bloss die merkwürdige 
EigeDSclKiil^ dass' eti jed^tnal dteiftöäyndmi^efaen Curven bestimmt, 
SjiHidero'«« ireniMfi sdgdr ailie isbdynamiBchen.Pancte des ganzen 
BUi|i8pidea in sieh; oddl* naii kaitn safpe»: .es> beistimmt die iso- 
dvnamischen Flächen. 

Denn es ist dbs coasQint su erhaltende 

P = mA = mA' ^ 

a' 

* 

wo A' und a' sieh auf eine innere Niveaufläche beziehen. Welche 
Gleichung muss denn nun das zweite Ellipsoid annehmen , damit 
die innere Niveaufläcbe in einer Curve geschnitten wird, deren 

4* 
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Puncte ebenfalls mit einer Kraft mA' angezogen* werden? ' Ist die 
Gleichung der innern Fläche 



+ kTb. "T* ;./2 ='^ 



a'* ' .b"'< * c- 
so soll 






sein oder was dasselbe ist ' V ? ' 

m*a* '*".ro*b* ^ m^c*«!"^» 

worin die Identität mit dem Ellipsoide (48) erkennbar ist.' Hier- 
aus geht denn hervor, dass die isody hämischen Flächen 
ellipsoidische Flächen sind,' welche im Innern der 
Masse liegen, und deren Halbaxeh sich' verhalten 
wie die Quadrate der Halbaxen 'd es Hauptellipsoides; 
oder da ...... ' • 

a'^ : b«,: c« = n^ fn-MJ^ , ..(53).. 

wie die Normalen irgend weloh^a Pandfes einer K'i'^ 
ve auflache. Aus deii Gleichungen ; (49) (50) (M) ist- auch 
leicht zu ersehen, dftss die gedachten Projisctioiieni' der isoAyna* 
mischen Curven für alle drei Ebenen unter« sich ähnlich 'Sttid. Aö 
einem aus Holz leicht zu verfek'tigiendidn dmaxigen fillipseide kann 
man sich am besten eine ^clave ; YorateUung •' von diesen LM^ii 
durch Zeichnung verschaffen. • •. . i .» ..i >- :»••».. 

Untersuchen wir jetzt auch »die Grösse dies hydrostatischen 
Druckes im Innern der Masse. Da die innern Niveauflächen ähn- 
lieh und zugleich Oberflächen gleichen Druckes sind, so wird, 
wenn für die oberste die exacte Gleichung (33) gilt , sich für die 
innern nur der Werth der Cönstanten ähdek^h. 'Es iiit'ntih beim 



!«• .,1 



Uebergange von einer Schicht zur atidei^ 

■ <•' • . • * : ^j.; . .;i 'li slij!» • n/. • ' <i.ti 

AVa = Xcfx + (Y + iy)(fy + (Z + iz)cfz 
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und da -*' (fp=:;.AVa (6) gefaadeii worden ist, so ist zugleich 
die Grösse des hydrostatischen Druckes in allen Puncten des Sy- 
ste«is ev^thalten ,in-tdeF Formel 

Aa-2p = J X« + 5,« + ilz« (54) 

da bei der Integration die €on)stante C so gewählt werden muss, 
dass (const. ^- 2p j[ Hlr p gleich Null in Aa übergeht. 

Von Interesse ist es noch die absolute Massenattraction F 
irgend eine^ 'PutioMs' durch A 'ond i aaszudrücken. Sie ist den 
Abst;'bi^i(t«rii' de'i-A^ei^lä'il'ferung der Rcisultanten durcli 
ein« der drei Gioordiilaten«fi)^eneil proportional. Denn 
wcnh wir dife Atisetihitte- res))eetlf« mit Sy,, S», Sxy benennen, so 
ist klar, dass F : X ;= S« :•% ist: da. aber bekannilich X = 

i 

\ 

— X gefi^ndcp is{, ßo ergibt siph. daraus di^ in obigem Satze aus- 

gesprochene Beziehung 

■ f' = ^^i. (55) 

Werden die absoluten Massenanziehungen in den drei Schei- 
teln mit J", X, Sl bezeichnet, welche Ausdrücke reelle Functionen 
von k und k^ bedeuten, so ist 

•» , . I . • • I I . » I • I 1 . : ' • t • I • ' 

I • • I • I . » : , • ' ; • ' - ' 4 • 

Setzt man F gleicli einer Gonstanten — und beschreibt die 

in dieser Gleichung enthaltene ellipsqidi(|che Fläche in einem und 
dem9,9lben . Axeni^stcm .^«oncentrisch .mit. dem Hauptellipsoid , so 
sin.d die gemeinschaftlichen Puncte, lauter solche, welche gleich 
intensiv von der absoluten Massenattraction nach dem Innern ge- 
trieben werden. Die Durchschnittsfläche stellt wiederum eine der 
Isodynamen der'absolofen 'kassenanzienung dar; die biedurch auf 
den einzelnen Miveauflächen beschriebenen Corven ^ind in ihrem 
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Verlauf den früheren ähnlidi und Ihre ProjccHoocu auf die dm 
Ebenen Gurven zweiten Grades. 

Der Winkel, den die Resultanten P und P mit ekiMKler M^ 
den, ist für das RotationsielHpsoid , wenn man der Kürze wegen 

r für Ky2 -f. z» schreibt, 

F« + P^^ — i«r 
arc. cos,' 



(F'^ -I- V^ — i'^r'^-w ^.^^ 

2FP J ^^^ 



Dieser Ausdrudf: g^t für dje J^wmn und HHhhUi vQn x:)^ r 
stet^ in Null über, d. b, ]? u^AK "^k^ffiffk ^m Fol. iW^ 4f mPlAT }p. 
einerlei flliphtap«* P?«; MwmM» ÄW^r A^wei^linng. wif^ig^«?'- 
den, wenn m^n r dufcb :( au^ilriMt, d^n Qogeii gleich v ^^t 

und die Wurzeln der Gleichung — = berechnet. Die gesttch* 

ten Puncte lassen sich dann durch AuHösung dieser Gfeic^iung^ 
welche die Form 

annimmt, in Längen der Ordinate x ausdrücken und geometrisch 
bestimmen. 

Sehen wir nun wie sich die gesammten oben zusammenge- 
stellten Verhältnisse auf einem Rotationsellipsoide gestalten. Die 
Untersuchung von § 3u kann in diesem spedeUen falle noch et- 
was anders geführt werden, wenn es sich darum bandelt die Fi- 
gur einer unbeweglichen Masse zu hestimn^en, Betra^cl^te/i wir 
irgend einen Meridian und beziehen seine Puncte auf zwei Coor- 

dlnaten x und r', wennl^y*4- 2* gleich r' genommen wird; 
weil nun der Körper in allen Lagen um die Axe congruent ist, 

so kann man auch T^ Y* 4- Z*^=;r R' setzen. Die Formel (9), 
modiGcirt in der Weise, dass jetzt 

A{f.^ == (X cosf -f R' sioO ^r . 
zu setzen ist, liefert 



^ SS ^ 

Combinirt maiy ^e iibtt (14)', , soor^siilUrt daraus die Beziehung 

Yz — Zy == 
oder die beiden GLci<fU&ii^li 

Y == mv ; Z =: mz 

j 

Setzt man diese Werthe in die Differenzialgleichung (3) der 
Ob^er^iiche ein und Ibtegiurt, s6 ti^ielft dmb ^arnit die Gleichung 

2|Xdx..4- my* 4- w** = constans 

rf i: ^ :t.» 1! ' 

iiikd <wnii»'tnaiiij#ei ^onl dflrr0b«f(UkiäedgteitiMing> 

Xx -f- my* + ™** = ^^ 
subtrahirt > 

2lxdx «5= Xxk + coBfst. 
Differen;|irt man nach x,^ so i^t 

— Jdx 



1 'i 



•r.'f. 




WA^lHto|;ratioili dieseti iSieidiQti^ fiM 

'•"■•'• i?: ±= Ix' 

Es ist mithin 

Ix'^ 4- m(y^'4i z«) = Aa 

di^i fttfüiibt» iOUiiMgeiwfdhtaSgcrt-^ d. h»' daf» Aotätionselüpfoid, 
welches nun derselben Xn\i}ft^a in unterwerfen ist, welche das 
4llM9{fffliäl^l«{ .Oh^ eifie r«lM90^ doreti IVeehnfmg be- 
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___ t a« ^ bV J 
cos«' , Bin«"^| • 

»^ b« (l + A« cos «») 



'»I 



und (41) die sehr einfache 



. • I 



I. •♦ I sl»-^ 



A jf J/^1 +=i»^ .. ; (ä8) 



b ' ' a 

Auch die isodynamischen Curven und Flächen gestalten sich 
nun sehr einfach: die drei Prtfjectiotieiiidar erafterentnehmenidie 
folgenden Formen an: . 



b« ■+* b« ~ 


14- 1" \ 
= Cl - m") i^ 


. »••" . 


a« "b« — 


l-i- A« /• 1 ( 


> (59) 


x' V» 

0— = 

a« "b« — 

< 


14-'*»' ;■'■"• 1 ' 


1,1 < r- . 



d. h. die Projectionen der isodynamischen Curven eines Rotatiop«* 
ellipsoides auf die yz Ebene siiul Kreise , auf die beiden andern 
Ebenen Gerade, mit der Projection des Aequators parallel lau- 
fende Linien. Der Ausdruck (52) ifirird dabei der Null gleich? 
d. h, die Isodyname des miltlereö Poles geht in d^'Acquator 
über und ist keine Doppelcurve mehr inrie beim dreiaxigen Elli- 
psoid. 

8 6. 

V^ber das Axenverhältoiis eines (m Crlei«lig«i?ich(e beftDdUcb«n:£IUpaoi4f5 

, ,. im AUgeiQfii|fii* .' *•». f :.. ^r,^*i 

Bei der Unteirsucbhng der Obe)piächengkichttfitf' entdedftb 
d'Alembert, dass es für eine und dieselbe Rotationsges^il^ii-^ 
digkeit und Dichtigkeit der M«i9tfe ^ mehrere ^ltt|)(firi^t 'SphlU'oide 



&r 



gäbe ^ die permanidiitd Gieichgewiebtofiguren bilden käooteii», und 
Lapi^aoe bt^iMy das» es deren jcdesinf!ali»ar:Bweiigäbe« rWeaa 
er dJM TD& dfen iibgcpiätteten.RotaliaasellipMdeli bewtfiMi^'i'iSo bat 
er vollkommen Recht. Thom. Glaussen und Mey^rruiiäbeH 
in ihren Abhandlungen den i^päteren Ja.cobi'schen Lehrsatz be- 
itriesen , dass auch ein dreiaxiges Ellipsoid eine Gleichgewichtsfigur 
sein könne. Durch die weiter unten folgende Betrachtung wird 
diese Anzahl noch um zwei vermehrt werben, so dass es inner- 
halb gewisser Gränzen ' der Revolutionsda^er. im Ganzen fünf 
Gleichgewichtsfiguren geben kann und zwar lauter ellipsoidische, 
welche densclbcif Bedingungen' entsprechen. "Davcfn 'sind die drei 
ersten stabil ööd die fwei lelzterferi labil. 

' 1. Die Beiden abgeplatteten tfota^iions'eliipsoide. 
Bei seiner Voi^äusb€stimmung der abgeplatteten Kugelgestalt der 
Erde setzte'Newtbiistillschweigends voraus /dass das als homö- 
gen betrachtete Primordialfluidum vermöge der vereinigten Kräfte 
sich iii ein abgeplattetes Rotationsellipsoid zu formen sich' bestrebt 
habe. Ei* berechnete den Brück der Gentralsäule des Aequators 
und des Poles 9^^i deii MittelpuQCt ,(Tig. 1}.' hieraus fand er 
in Betracht der Gentrifugalkraft am Aequator das Yerhältniss der 
bfeiden^^ülirfehttife^ftet^ • " ••-•••",'■'•. '"-' '»=•' ' •• " 

"•• •"••*' -""''■ AO': OP'rzi 230': ^Ö'" " ^ " '" ' "* •■'' 
Läpla'cc'flridet' in seiner Mech4ni)lc ' du'rcli eih^^freilicfi 'vi^l 
genauere Recliiiiihg fast däs^'Mbe Yerhältniss, nämlich ^1,7: 230^/. 
Diesd lässt^ich adf ' folgende Weise deduciren: Bezeichnet / dfe 
Anziehungskraft für die Einheit der Masse und der Entfernunjafen, 
so bind' die Gbioponenlen der Ahaziehung der flfisKigeif^M»$ie auf 
cincn'*ünct* Ci^y? ^) ä^r'Oberiäche ' *.«../..:. i,j 

■•'•'' '' ■^-- ■' 47i^ib?'' •" • - '• "^- V' 

X = ,a o (A . — arc. tang O ., 1 



i , ■ I • <• 



M 



- • y ä: -- ^! . (art: lang *:. w Y^Y' <«<» • 

z = -z ; 



dai& «MaiHMtn^nnWMingcn Ai' iiimI lä^} addirl naiv m '11^ (äe rüif lell- 
(MMiotsüillikfeefti ib #di^ ft^^VI» un<L ttkliprt RUcUsitift/ «ifi d» 
fikichunf 

Aa = Bb = eB' 4- iWb 

• ••' 
ISO. erhält, maa 



• • i 



'-^737^ — arc^ tan« ^ == (^ , (61) 

• > 

.: Mt V gegeb^, so licfcri dipse .(iJ(;jchi¥»g alle, nii.ög;licl»cn 
Wcrlhe vonA, welche (JifT ,Beding;>^pg jjl^^ filei^hj^eiirj^ljijls j^^^ 
gep* Da. i . am . A^^uqtoi? iflejch, Pfi?&9Ql JH^l^f., Ä«0»Pfl«ö| ^"""^9 
so. e,i;gjbl sich, hie WS. V — 0^(m^^pi,s .^fl^fffFf^^n d^f 
Gleicl|ung (^1) liefern darpach. die l),ei()^i) A^^T^rhäUnisse 
1^004334^ und 680,49^ Um zu UQtei^.c)ien)^.)i^e vij5|e_l(V^iirzcln 
flje .Gl^cjiun^ habe, differen^ire m^p ,die,.Fi;np(ion, (61)^ nach i 
un(\ stizp dep I^ifl[eiren;Eia)quotjen^in jijleicb Nyll. , f>ie« «ibt . 

und da nur die positiven Werthe von k eine B^Q^^|f|g^J^b^q|» Sf^ 
gibt es in Bezug au(,4Uese( hocbsten^.eini J^aximum und ein Mi- 
PWpu^; <il<5C Jfj^qc^qn, ynii da, fiiü i. ^^0 ,^er,.Bti|fpr^ixzjiiM^y^clfizient 
l^^,.f^K:Wl^cJ|Sft^^ß. iy^4. (4ir upw^JJi/^^^ i. JpqÄitif. ißX^ ^ .^M** 

^T^i^PÄtf "..:•;. ' .. ; !..'■• . .• '■ '• • •"•■.■; 

( ',fJMi ya»i^r Mi hftt! ntini ^hlenfträAti^ ,. UmitT^ijdM^ WHaüftjjLt^ii 
Gleichgewicht mehr möglich isti^jtfisdilhiMf T^.^^4ftr, i4»ifi4fif'* 
selben is| nur eine einzige Figur mdglioli« ' Man findet diesen 
Gränzwertfi mit Rücksicht auif das Vorh erhellende, wenn man den- 
jeiiig«!! ^>ifUL. VI l)estim9Pt , ;we|fJt>^r den: Glekhiuigefi F = 
und dF := zugleich Genfige leistet. Die« gibt die Be- 
Ziehungen 



-^ B» — 



C63) 



_ (1 + l«> (81 + A'^) ! ■ 

oticj: der W«rth A', weklior der Mrtereo tileidi^iig geridgr, isrt 

JL' = 2,5Ä92. Hieraus erhält man V = 0,2246 xmi I^I+F* 
= 2^7198. Nimmt vor» dieser Grunze afi die Witifcefgeiiöhwin'- 
digkcit ab bis zu Nnll oder die Dichte d^i* *ftisse zit ^li ot) , so 
geht die Figur entweder über' ifi ein elliptische^ Sptooid und 
endüpji in die Kugel oder in «jip sehr abgeplattetes EI|lp9,ojd5 d^jf- 
sen Gränze d/jr uacudikh-fiL fritculäre Piscms.isJt 

2. Das dreiaxige Ellipsoid. üin dife IHeen lfetb!rter zU 
fixiren^ wird es hier am Orte^, sein , eine üebersicht über die Me- 
tamorphose der drei stabilen Figuren zu geben. Dazu mögen uns 
die Aeililli^; dienen, welfcii^ .«on Meyer toiAeioi»..vort^<fBkfa€i| 
Arbeit andern schon bekannten hinzugefügt hat. Dort weist er noch- 
mals nach, dass es nur innerhalb der Gränzen V =ii= u und 
• . , ■ . . ... ••■■.. 

V = 0,2246 permanente Gleichgewichtsfiguren gäbe lind zwar 

von V = bis V»=: 0,18711 drei , von T* bis V' nur zwei, bei 

V aber eine einzige. Der Wcrth V = 6 erfordert «e drei 
Axenverhältnisse 

(( : ß : y =;=.l : oo : X , 
«' : ß' : / =r h: l : i, 
«" : /S" : ;/" = 1 : 1 : QO, 

der Werlh V® = 0,18711 die beiden Proportionen 

a, : bo : c, = 1 : 5,1282 : 5,128^ 
der Werlh V = 0,2246 

a^ : bf : ;c^ = 1 : 2,719?^ ,: 2,71p8. ^ 

Lässt maft V von dieser Gränze aMm^Ui^ h|s zu ,V" j^bueh- 
men, so geht das Ellipsoid K(a', b', c') in eins, der beiden Ro- 



1 1 •';, » 1 1 ■ > 



'< • ^. 
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latioDsellipsoide über , deren Excentricitaten divergiren , so dass 
da» eine sich i?(a®, b^, c% das ander« sich Kia^^ ^a^^o) nähert; 
schreitet man von Y® bis zur Null i^eiter fort, so nähert sich 
/C(ao,bo, Cg) dem unendlichen kreisförmigen ' Discus, und 
#c(a®,.b^, c^ geilt in zwei andere £llip9oide über , «liwedevt bleibt 
es ein Rotaitioj»seUipsoid , weJches sich dejr Kugyel/Qäiiert, oder 
wird. eiauogleichaxigesf.EUipsqid £(«) ß^ y)^ welches sich dem un- 
endlicl^en jQy linder mit k^eisföxoMger JBasis nühert. ,Die£|e lifeian^or- 
phqse Jaisst sieb .durch folgendes Schema .versinnlicI^eG^:; 

(V = 0,2246) •■ ■ K(a','ij', 'c>) "'' ' ' '' ' ^(65) 

(V^O,i87i)/|(a„,b„,Co), i Ä(a«,b«,c") .. 

!/ ■. . . . , ! 



/.:(a«»,b»,c<») K(a,ß,Y) 

...... :| . , 

(Vt=tO) > unendlicher Discas Kugel unendlicher Gyihder 



* * 



j .,,, ^s mög^n nun auch hier einige Formeln ihren Platz finden^ 
ycf mittelst deren man mit ziemlicher ^Genauigkeit für kleii^e V au^ 
einmal die drei. j^xea ui^d i bestimn^en .k;an^j. \^ir haben zu^dem 
Pnde.d|ie Kräfte A,S) C als Functionen von k und A^^anzugebe^^ 
Diese liefert bekanntlich das elliptische Integral 



1 



u^du 





Man verwandele den Factor (1 J-A*u*)"'/« in eine Reihe und 
integrire sie. Mit Vernachlässigung der sehr kleinen Grössen 
der dritten und höheren Ortftiungcn erhält man den Werth des 
gesuchten Integrals * ' , • ., 

_ T/i+7^ r 1 1.1,«. 3^, ) ,' 3>iVi+F« , 
log (A'-j- Kppi7«5" '■' ' ' ' • ' " ' 



— §1 — 

:u . ■ .i %.;.. j&<„ . V . • ■■ ■' ' -^•'•- 

' - 

Subsltituiren wir nun für k^ einen beliebigen kleinen Werlh 
z. B. 0,03633, so lässt sieb vermittelst def G!«cbung (21) V 
und auch>< berechnen. ., Die Theorie der Anziehung d^r EHi- 
psoide auf einpn Pcinct der OJt)erOäche lehrt, dass . ;/ 

4r^öbc ' ,. ^nf^c dikVy. . ' ' 

^xF; ..CY + iy) = --3^y-^+«y; ... 






a". 



(Z -)- izj t= -5— z j,/ -r" ' 



a« di; 

UDd/es n^itesen nun zur. Erhaltung! des Gl«ichg»wichts.der Maawii 
folgende Gleichimgdn- stattfinden I >; v 



' 



/y 



Uv 



— 0,02693^^±il*j 4.11/1 + ;' 



(66) 

Multiplicirt man ^did erste mit 1, die zweite mit 1,018, die 
dritte mit Vi + k'\ so ij'rfordert (^e .Gleich^ieit der ^araus ent- 
springenden Ausdrücke ''' • ^ * \ 



. ♦ ^ > • ■ '< fi . > I 



0,0178 5 Kl + X'* == l*,« 



wodurch das Axenyerbältniss bestimmt ist, nämlich 



- « - 

a : b : c =z 1 : i,6tt8 : 14,8 

« 

Meyer hat'da$seH>e auch in Bezug auf den ßrdball berech- 
net, indem er sich des Werthes V = 0^(l02Z99t bedient, und 
die Proportion 

* a:b:cr=f: 1,0*8 : 19,67 

gefunden bat. Dass dieser und der oben aus V = 0,0179 von 

« 

mir berechnete Werth von b gicichr ausgefa tten sind, mag wol 

daher rühren, dass für sehr kleine Werthe von V oder sehr 

d>. 
gropfte von.. x^ der Quotient -tt;. sehr klein wird. 

3;tfas Cfhitftige Ro tation seilipf^oid i nfi Ol^ith^e^ 
wicht. Wenn tti»n erntf soichie tditH^toaftisch^e St^etiMidti ei'- 
schöpfen will,, so and die eben betrachteten GleiefageJwichtsfigu- 
ren iiich\ die einzigen. So lange freilich das .4iienverhältnis$ 
eines sich um sicihic 1Si1gst<^ Axe drehenden EUipsoides ein end- 
liches ist , ist kein Gteicbgewicht möglich ; allein dies tijU ein, 
wenn 'die Drehühgsaxb afciendßcb gl^eifai gegen- die MMigenp Afce» 
wird. Wir haben also unter der Vötfstssetnm^' a i±: da die 
Wurzeln der Gleichung 

* 

6b == Cc oder (B' + ib)b == (C -f- ic)c 

zu udteiMdten^* ^fvo B^ nnd C die vo4^ der S^liw'eili^/gesEon^ 
derten absoluten Massenanziehungen bedeuten. Für den unend- 
lichen Cyüad^ mit elliptleeK?)m Quersehhitt^ g^Uen* noa ' folgefMfö 

Gleichungen : 

1 



X = 0; \=~inf^^y i:pr 

udu 



C ^ udu 

3? 



1 -f A«u» 
t 






c« b* 

wenn die y-A»^ die kürzeste un4 — ctT f^^^ges^Af wird (Siehe 

d. Anhang.) Nach ausgeführter Integration resultirt 
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V ^ _. *mi^*±^^ . z = — i^=, (67) 

Da y* -|- (l -f- i-*it* = b* isl) so Tolgt' aus den beiden 
vorhergehenden Gleichungen , dass die absolute llkfassenaUraction 
in' allen Piincteh der Oberfläche eine cohslante Grosse hat , näm- 

Selten wir die Werthe In die Gleichung ein , welche die 

6ki4)h|Sia«ii(htyyDdiiiguB9 aasdrünkl, und bai«i«hirHii Vi -+-'A^ mit' 
pj^ :so0winl • 

< • • . 

Die eine Wurzel dieser Gleichung isl gleicii 1 , enthält also 
k^ein V ; die beiden andern sind in. der folgenden cnihaKcii 

1— V 



' - 2 (V~3p "^ * == ^ ' (6Ö) 



nämlich 




woraus V <^ Va als^dieB^diffung der üe^tiit von p entspringt. 
Nach (69) lässt sich Y in folgender Weise ausdrücken 

TSttC 



V — 



(b + 0)« 



Von V =: Vit ab an hak also dio' (fileichung (68) stets drei 
reelle '«positive Wurzeln. Das Gleichgewicht erfbrdWabfef dlö 
Positiyität von— ^Bb und — Cc; daher finden auch die Bedingungen 
B' ^ il^ und, G' .> ic sta^t oder die d^von, abgueleitete Y <C 



'^■*Tp' 



'Es kitta- also', dü der grösste WurzelwerCb p gleich 1 



— e* -- 

ist, V nie grösser, ^d 1 werden und man kann s4g6ii: Für den 
unendlichen elliptischen Gylinder . iin > Gleichge- 
wichte sind innerhalb der Grenzen ,¥ =: und 
V" == 0,5 zwei verschiedene Axenverhältnis3e, in- 

... j • .• •< - ! if • <t. < . .. i, , 1 . f ' - .• •• 

nerhalb der Grenzen V" und V" = 1 nur ^in ein- 
ziges möglich. Obwol nämlich (68) drei Wurzelwerthe hat, 

» • 

so sind doch zwei von ihnen nur einander reciprok, weil ja 



r_Kr« — 1 — . 



der dritte Ciylfnder .also nur. als. cker zweite-iiiii 90^>t9omiit:eh- 
scheint. Innerhalb der Grenzen V® = 0,1871 und VaaOsind. 
also jedesmal fünf verschiedene Gleicbgewichtsfiguren möglich und 
eine von ihneit' wird die 'FHissigkeit annehmen. Yersinnlichen 
wir uns die Gesammtheit der Resultate schematisch mit Hinzu- 
fügung der ' in (65) dargesfellten Figurationen , so gestalten sich 
dieselben in folgender "Weise, indem wir von der Grenze V crz 1 



bis zu V =: herabsteigen: f 
V" =1,0 . . . 

= 0,5 



') 



Cylind. circuL 



t\ 



V" 



0,2246 



ElKps. i-evol. 



Cyl. circ. Cyl. elL 



■)' 



' Ell.revol.cr 



yö = 0,1871 



./ 



Ell. revol. ß 



.^«Hii* 



./ 



il 



II 



I M 



. f K » 



III IV V 

Ell. revol. « Ell. III ax. Ell.revol.jS Gyl.circ. Cyl.ellipt. 

irtaeqn. '' • ^ 



V,, =3 0,00^2997,, . ,;,.„. 

■ •1 ■■ •■•■ ( '■■■ 



■ I 



1^ 



/ 



V = Riigel Ünendl.Cyl. Unendl. Unendl. ^ Unendl. ' 

Discus Cyl. XameÜe 

a:b:c 1:1:1 1:1: oo 0:1:1 QO:l:i OD:r:0 



— «i — 

Hieraus geht denn das wunderbare Resultat hervor, dass 
wahrend V tod 1 bis Null abnioinit, die Anzahl aller möglicbeu 
Gleichgewichtsfiguren successive von i bis 3 zunimmt. Wir 
schliessen dies Capitel mit einer tabellarischen Uebersicht der 
fdnf Aienverhältnisse , welche sich an einer Flüssigkeit manife- 
stiren würden, fOr die wie bei dem Erdball Y« = 0,0032997 wäre : 

. I a = i. b — c = 1,00433441 

II b = 1,018, c == 19,57 

ilf b = c = 680,49 

IV a = X b = i. c = 867,68 

V b == c = 1. 



Ü«bcr die: 

Oberflächengestalt solcher homogenen im Gleichge- 

Wichte befindlichen ringförmigen Planeten, deren 

Dicke sich allmählich ändert und gegen ^en radins 

vector verschwindend klein ist. 

liaplace hat in seiner Mechanik des Himmels*) aus der An- 
nahme , dass der Saturnring durch die Umdrehung einer Ellipse 
in einer Kreispcripheric erzeugt und deren Axen im YerhäUniss 
zu dem Diamelor des Ringes verschwindend klein seien , die Par- 
tialkräfte, welche auf ein Massentheilchen der Oherfläche wirken, 
sowie auch die Ellipticität der erzeugenden Figur in eine Formel 
gebracht. In der Folge soll nun gezeigt werden, dass unter den 
angenommenen Verhältnissen die Ellipse die einzig mögliche 
den Ring erzeugende Gleichgewichtsfigur sei. 

Nehmen wir der grösseren Allgemeinheit wegen an, der Um- 
kreis bilde eine unregelmässige Figur und es sei r der Abstand 
des Massenmittelpunctes vom Mittclpuncte der erzeugenden Figur. 
Es müsste sich leicht nachweisen lassen, dass eine solche ge- 
schlossene Figur im Umschwünge um ihren Schwerpunct, falls 
derselbe noch von einem das System anziehenden Centralkörper 
erfüllt wäre, eine Figur der Ebene zu bilden sich bestreben 
würde ; für den Fall der Ruhe und des Nichtvorhandenseins eines 
solchen Gentralkörpers , würde dies celeris paribus zum Gleichge- 
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lieble tMohjt eUfdiidenJic^ isent /WKr ^tstn dalUBr voraus, «i bil- 
.deo die Milielpuncte d. h. die Sehwerp4inote Acr erMUgenden Pr- 
gir eine . Gondnuirlidie Figur idcr Ebene , abglich Fig.6i B^ 
zeickntii. wir min die Quadratur eines tuirmalen Quepsohnitts dei* 
Peripherie all^mein mk q^ aad denkdn uns den ganzem -ÜMi^dis 
des Ringes in lauter kleine Cy linder g^heüt, deren Lunge JB 
und deren Inhaflt Colgltcb gleich q^Ja ist. Wenn ferner q r^ 
einer tiiedHgeren Ordmnig als Js angonoinm«« wird, so ist füi* 
jeden Punct eines eben betrarhtelen Qnerscbnittos die Aflttiehuo^ 
Seitens eines entfernlen Cylinderchens gleich gross und ^leii^k 
gerichtet, so lange nur die EoCfernüng desselben sehr gros« ge- 
gen q ist. Dies findet ab«r schon, wie klar ist, IHr de» näch- 
st«n Cylmder statt, iweon wir uns n^mlkh den betrelfetid^ii 
Querschnitt durch die Mitte eines solchen cylindrvsdten filem^fel^ 
des Umkreises gelegt denken. Die en|i«rnten Theile des Ringes 
wirken also auf die Form des Querischnfttes un^ndlteh w^ig ein 
gegen diejenigen , deren Distanzen von derselben Ordnung sind 
wie q d. h. gegen die Theile des Cylinders q^^^^s, dessen Hälften 
zu beiden Seiten des Querschnittes liegen. 

• r 

,I^gen wir nun du^cb den rad. v<$c(. r des Schwerpuncts 
eines Querschnittes eine Ebene, die zur £bene des Ringes nor- 
mal gestellt ist, «nd fsiseii dit B«wegnn{f dfib Schnittes (V^g. 7) 
sIs eine relative auf, nämUcb um sein eigenes fiaryoehtraot ^ v^o^ 
dareh im WesedtHehen ' nichts geäbdert wird« Der soheibedforanigc 
Schnitt PQP'Q' (Wig. 7) dreivf sich rei^iv um eine durch den 
Sehwerpunct O gehende verticale Axe PP^, weidie senkrecht zur 
yt->'Ebene d* i. zu der Ae% Ringes zu denken ist^ während die 
MesscfAiheiloben dureh die Wechsel wirkuag der Geii^ifagalkraft 
und Mbssenattrsctfdn der ni beiden Seiten liogettdeti Gylinderhälfte' 
im tileiohgewidUe erhitlten wetdcn. £s ist leicht «inBasehen,.* 
dass die Revolutiohsdafiicir gleidi dor d^s. ganzen Ring«« ist, u«d* 
d«ss die Bewegung gerade so vor sich geht , ais drehe skk der. 
SehweiPpHnot 8 de« 'gaiMeti RUigcns »te 4en Sthwdr|)UBel O 'Seiuls. 

5» 
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TheUes.. Wir denkieil uss den Grlinder imn in lauter prtsroatiisofae 
Stab« eingelJieiU,. deren Axeo der des ganzen Cyiinders parallel 
gerichtet sind und berechnen die Anziehung eines derselben auf 
irgend einen Puacl. Nehmen wir atle x-Ordinalen poraUei der 
Dreh«ngSiaxe , zur z-Axe den radtus vecloir r, und den Schwer* 
punct des Schnittes zum Coordinaten-^AnfangspunGte. BfadeutK 
alsdann c die normale Entfernung des Pudctes (x« z) v.ob dem 
unendlichen Prisnsa, $ und C die Cooidinaten des Ponotes, in 
welchem das Prisma den Schnitt trifft, e' seine Entfernung r^om 
Piincke C^^z), ferner m den Winkel, welchen der radiüs veetor t* 
mit der Axe des Cylinders bildet, rf die Neigung von c^ gegen 
den rad« vector, so iässt sich die nach der Rtchtung d^s Sclmit^ 
tes geschätzte AnzielMlog des unendiicbcn Prismas auf einen Ponct 
berechnen : sie ist 



f^fgV 1 - 



"T*^ 



cos a>* cos 




, 2///ip |/ 1 — cos w^ cos <!' 



und da e den Werth e' Vi — cosw^^ cos^* besitzt 

Weil nun die Richtung dieser Aazidhung in der Ebene des 
Schnittes liegt, so verhält skh die Sache gerade ebenso, als 
wenn die einzelnen Molecttle des Schnittes irgend einen Punci 
desselben umgekehrt proportional ihren Entfernungen anzögen, In- 
dem ihan nach der oben gemachten Bemerkung von der AiMl^r 
hong der Übrigen Theile des Ringes abstrafoiren darf, theils tweil 
sie verschwindend klein ist, theils aber udd besonders deshalb^ 
weil sie allen Tbeüen des Schnittes eine gemcin^haftliebe :B£wer- 
gung ertheilen würde, worüber bereits in % i abgehandelt, wor- 
den ist. Wenn weiter uatin der Effect eines Centralkorpers mit 
in Rechnung gezel^en. werden soll., ein Umstand, der- wie wir 
sehen werden, für den Fall der Umdrehung erforderlich ^ird, so 
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nehmen wir diesen als sphärisch nnd ebenfalls homogen an. Da» 
in diesem Falle das Gleichgewicht erfordert, dass die beiden 
Schwerpuncte zusammenfallen, so wird die Einwirkung des Central- 
korpers stets so in Rechnung gezogen werden können, als wenn 
dieselbe von dem Schwerpuncte des Ringes ausginge und der 
Masse des Centralkörpers direct, dem Quadrate der Entfernung 

y(r -|- z)'* -|- X* umgekehrt proportional sei. 

Durch emf der schon oben in § 2 angestellten ähnliche Be- 
trachtungsweise gelangen wir nun zu dem Satze , dass die Niveau-* 
linien des Schnittes einander ähnliche und ähnlich um sein Bary- 
centrum gelegene Linien sind. Was sich dort (pag. 22) aus den 

dm dm' 

beiden Ausdrücken -^ und — ^ ableiten liess: dass die Summe 

der Anziehung zweier ähnlichen Körper auf ähnlich in beiden ge- 
legene Puncte zweien homologen Linien der Körper proportional 

d^dC 

seien, ergibt sich hier ebenfalls aus den Wertben und 

^ c 

dl'dC' 

— ; — ; weil in diesen Quotienten die Zähler den Quadraten , die 
c 

Nenner zweien homologen Linien der beiden ähnlichen Scheiben ein- 
fach proportional sind, so sind die sollicitirendeii Kräfte tweien 
solchen Linien ebenfalls direct proportional. Dasselbe gilt von den 
Centrifugalkräften, welche bei der hier angenommenen relativen Be- 
wegung des Systems den Abständen der Molecüle von der durch 
den Schwerpunct gelegten x-Axe PP' proportional sind. Ohne 
die in 9 2 und % 3 angewendeten Räsonnements unnütz zu wie- 
derholen, geht hieraus unzweifelhaft hervor, dass die El- 
lipse die allein mögliche Figur des Schnittes sei, 
und dass hier dieselben Gleichungen gelten wie in 9 3. Die El- 
dlipticität es Schnittes wird noch abhängig sein von der Rotations- 
geschwindigkeit; ebenso wird zwischen dieser und der Masse des 
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CeAtraUrörpers, sowie desiien' EntfärBiiag eine bestimiiite Benehnngp 
statthaben* 

um die Ideen besser üxiren zu können, wollen wir die For- 
meln entwickeln , in welchen die Bedingungen des Gleichgewich- 
tes enthalten sind. Wir haben schon im vorigen Capitel in § 6 
die Anziehung eines unendlichen Cylindcrs auf einen Punct seiner 
Oberfläche abgeleitet; Da die in $ 6 unter Nro. 3 berechneten 
Werthc die Totalanziehungen und also die nach der Richtung der 
Ebene eiaes Normal- oder Querschnitts des cyltodrischcn Ringele- 
mentes geschätzten Gomponenten darstellen, während wir hieir 
einen Schnitt betraohien , der eine Neigung ta gegen die Axc des 
Gylinders hat, so werden sie durch die Grösse von &> eine Mo- 
dification erleiden müssen, nämlich 



14-sincuKl-}-A« 

^ (71) 

g> W^ sinw* ^ 



l + sinoiKl + A« 

Di« Cieiitiifttgalkraflt 9 welche das Theilchen d'jc^dz jm Puhote 
(it, a^) erveigi, ist gleich i(r 4** O und m»ltipüdrt koan dielsen Aus^ 
druck, ttt/d^s' Element der RichtuAf, so wird das Product gleieh 
i^r-j"z)dz sein. Multiplicirt man die Anziehungen seitens des 
Ringes, welche sich auf die Anziehung zweier unendlicher Gylin- 
der reduciren Hess, in die Elemente ihrer Richtungen dx und dz, 
so resuKirt hieraus Xdx und 2dz. Berücksichtigen wir endlich 
noch die zur grossem Allgemeirihett des Problems fingirte EjA- 
•tenz eines. Centralkorpers ^ so bcischränkt sieb in unsrer Aufgabe 
.^fine r Wirkung d^auf^ da^s er eln^sthcils .den* Seliwprpunct des 
$chi)itteef zu verrücken strebt, th^ils der Ellipticität desselben nur 
eine andere Grösse gibt, ohne die elliptische Figur in eine an- 
dere zu verwandeln. Denn nehmen wir an , seine Masse sei gleich 
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M oJ€r ^/d;i^'H^, so hi die Anziehung derselben auf den Punct 
(x, k) muiUpIkirl in das Element ihrer Richtung gleich 

(r + z)« + X« 

also, wenn mau nach voliführter DilTerenzirung x^ und i^ ver- 
nachlässigt, 



r^ 



dz+^zdz-£:3-xdx (72) 



Der erste Theil wirkt, wie man leicht sieht, nur auf den 
Schwerpunct des Schnittes ; mit den beiden andern Ausdrücken der 
Pa.rtialkräfte bleibt die elliptische Krümmung der Oberfläche noch 
immer vereinbar. Wir sind also jetzt im Besitze der Producte, 
deren Summe als allgemeine Bedingung des Gleichgewichts nach 
(3) gleich Null sein muss. Dividirt man diese Summe dgrch 
— 2nff}^ so geht daraus hervor: 

2 sin Ol Ki + A« , 2e'R»- 

+ sin 0)1/ r+P 

[Viese Gleichung ist die Differenzialgleichung des Sehniltes 
und identisch mit dem DifTerenzial von 



^ 2 sing, Ki + A« 2g^R»x _ 
V.1 4- sin ioV 1 4- A* ^ ^"^ ^ 



z« + (1 + A«Jx« = c« 
nämlich zdz + Cl + >t^)xdx = 

Vergleicht man diese beiden Differenzialgleicbungen mit ein- 
ander, so gehen daraus folgende zwei Beziehungen hervor: 

^ilL' __ rV - oder r» = ^^S!^ (74) 

und 



sin M 1^ 1 + A" 
* + *" "'^^tÜ == 1 4- i« C78) 



Bin (»* 



J .4-»iii«l^i4'^* 



— 3V 



- ta - 

Die erstere dieser Gleichungen bestimmt die Umwälzungszeit 
des Ringes. Da dieselbe für alle Tbeilchen desselben constant 
ist und zwar der Wurzel aus V proportional , so geht aus (74) 
ebenfalls hervor: 

r =: conslans (76) 

d. h. der Ring kann nicht jede beliebige Form des Umkreises 
annehmen, wenn ein Centralkörper vorhanden ist, sondern 
die continuirliche Verbindungslinie der Schwer- 
puncte aller Schnitte de s Umk reises, welche ddrch 
Ebenen erzeugt werden, die durch den rad. vector r 
und die x-Axe oder dieDrehungsaxe gelegt sind, ist 
ein ebener Kreis. 

Daraus folgt denn weiter, dass sin w = 1 sein muss und 
(75) reducirt sich auf die folgende 



1 _i_ 1/14, x« 

^ ■ ^ = 1 + r^ (77) 



1 4- Kl -1- /' 



— 3V 



und wenn man den Werth von V 1 -f- A^ nämlich ~ gleich p setzt 

a 

3Vp3 _ (2 — 3V)p« 4- (2 + V)p + V = (78) 

Durch die Wurzeln dieser Gleichung wird die Eilipticität der 
erzeugenden Ellipse jedesmal bestimmt, sobald V bekannt ist. 
Der Werth von V hat auch für das Bestehen des Gleichgewichts 
eine Grenze, welche Laplace zu 0,108605 berechnet hat; es 
kann daher nur innerhalb der Grenzen V == 0,108605 und 
V® = das Flüssige die Ringform annehmen. In dem erste- 
ren Falle ist p = 2,594 und zwischen V und V** hat p stets 
zwei positive Werthe, da die Gleichung zwei Zeicbenwechsel und 
eine Zeichenfolge hat; ftir V = Ö endlich hat p drei positive 
Werthe 
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p® = 0; p' = 1; p" 't=i QC. 

d. h. der Ring geht über in eine Lamelle, entsprechend der am 
Sclilusse von § 6 unter Nro. V aufgeführten Figur der unend- 
lichen Lamelle, oder seine erzeugende Figur ist ein Kreis, oder 

ff 

auoh der Ring eine Lamelle , die um 90" gegen die crslere ge- 
wälzt erscheint. 

Nimmt man nicht die Existenz einer Cenlralkraft an , so lie- 
fert (73) die Gleichung 

rV = oder V == 



in 



und wenn man in (75) sin w }^i -\- k^ gleich P setzt, so lial i 
diesem Falle, da sin w stets eifien endlichen Werlh haben mass, 
die Gleichung die drei Wurzeln P'' = 0, P' = i, P" = oc, 
während Pa = c sin w ist. 

Hieraus geht hervor, (Jass der normale Querschnitt cioQ Ge- 
rade oder ein Kreis sein müsse. Weil oämlich der radiu$ vector 

mit dem Normal- oder Querschnitte einen Winkel ^ — w macht, so 

ist seine efrte Äxe 2a, die andere 2c' oder 2c cos (^ — w) oder 

2aP; ist also 

P =: 0, so ist a = a and c' = (Gerade) 
P = 1 , a = a und c' = a (Kreis) 

P = cc , a = a und c' == oo (Gerade n ) 

Es geht zugleich aus dem Vorhergehenden hervor, dass das 
Gleichgewicht von r und u unabhängig ist, so lange to ^ 0, 
dass also der Umkreis jede beliebige Figur der Ebene oder des 
Raumes annehmen könne , die discontinuirliche selbstverständlich 
ausgenommen. 

Laplacc scheint der Ansicht zu sein, dass diese Theorie 
noch dann ihre Gültigkeit behalte, wenn die erzeugende Ellipse 
ihre Grösse im ganzen Umkreis des Bingen ändere ^ dessen Theile 
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80 ungleich breit werden.*} Er fügt hinzu, dass diese Ungleich- 
heit nothwendig sei, um die Saturnringe im Gleichgewichte um 
ihren Centralkörper zu erhalten. Er beweist, dass ein Ring, des- 
sen Theilc einander vollkonanacn ähnlich seien, sich im labilen 
Gleichgewichte befinde, dass der Mittelpunct desselben vom Mit- 
telpuncte des Gentralkörpers abgestossen werden müsse, wenn 
beide nur einen Moment aufhörten zusammenzufallen und dass der 
Ring im Verlaufe einer spiralförmigen Bewegung seines Schwer- 
punctes um den des Saturn sich endlich mit diesem vereinigen 
müsse. Hiergegen lässt sich keine Einwendung machen. Allein 
untersuctien wir schliesslich einmal , ob eine solche irreguläre 
Grestalt mit der vorhergehenden Theorie wirklich vereinbar sei, 
wenn wir bei den von uns mit La place gemachten Voraussetzun- 
gen beharren. 

Die Durebschnittsfigar des Ringes und der (xz) Ebene be- 
steht aus zwei eoncentrischen Curven , deren radü vectores im 
Allgemeinen die Werthe r — c und r -}^ c haben , w«ria f als 
coDStant, c als variabel betrachtet werden mag. In diesem Lan- 
genschnitt kommen die Niveaulinien zum Vorschein. Bie^etebnen 
wir nun die Gomponenten der Anziehung geschätzt nach den Rich- 
tungen der radü vectores zweier verschiedener Puncte einer und 
derselben Niveaulinie mit R und R', so muss nach (4) oder (8) 
die Beziehung 

^Rd'c = ^RVc' = — cfp 

stattfinden , wo c und c* die Halbaxen der zu den beiden Puacten 
gehörigen Schnitte des Ringes bedeuten. Denken wir uns den 
Ring in n Niveauflächen getheilt, so ist 

c c^ 

de = — und cfc' = — 
n n 



mithin 



c' = ifc : Je' (79) 



') Mic. r,M iiv. ni prtrp. 46. 
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Ward non c^ > c, also auch dc^ > c^;, so liesae sich das 
Gleichgewicht nur mit der Ungleichung R^ <^ R vereinbaren. Es 
ist aber 

und nach (71) und (72) 

f JZ)= _ (__i^=__^ _V> (81) 

Siihstituirt man (81) io (80), indem man einmal z = c, das 
andere Mal z = d setzt, so geht aus beiden für jeden Puaot 
des Aequators die Verhältnissgleichung hervor 

R : R' = c : c' 

oder in Verbindung mit (79) die Productengleichung 

RcTc' = R'cfc. 

Diese Gteichung bleibt mit der aus (4) und (8) abgeleiteten 

Rcfc = RVc' 

unvereinbar, so lange nicht R gleich R^ und cfc gleich cfc^, also 
c =: c' ist. Dieselbe Eigenschaft lässt sich nun auch auf die 
andere Halbaxe a übertragen ; sie muss in der ganzen Ausdehnung 
des Ringes eine constante Länge haben. Dies scheint also mit 
der Laplace 'sehen Theorie im Widerspruche zu stehen. Das- 
selbe wtirde ebenfalls von einem ruhenden unendlich dünnen pla- 
netarischen Ringe gelten , und wenn wir alles Vorhergehende zu- 
sammenfassen, so können wir sagen: 

Erstens: die Grösse der Dichtigkeiten des Ringes 
wie de s Gentralkörpers, seine Umwälzungszeit und 
die Masse des Gentralkörpers bestimmen die 
Grösse r oder dieGrösse der Fntfernung des Ringes 
von seinem Mittelpuncte ; sie muss eine constante 
sein. 



^ 
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Zweitens: der Mittelpunct muss stets mit dem des 
CentralkÖrpers coincidiren. 

Drittens: die erzeugende Figur des Ringes ist aus- 
schliesslich eine Ellipse, und es gibt jedesmal zwei 
elliptische Querschnitte, w eiche dem Gleichgewichte 
gen ügen. 

Viertens: der Werth V hat ein Maximum, nämlich 
0,108605, wob ei nur eine Gleichgewichtsfigar möglich 



ist, das nahe für V i + k^ = 2,594 stattfindet. 

Fünftens : dasGIeichgewicht des als flttssiggedach- 
tenRinges erfordert endlich, dass seine Theile ein- 
ander ähnlich und congruent seien. 

Wenn die vorhergehende Theorie auch nur als eine Annähe- 
rung in Bezug auf die physischen Ringe zu betrachten ist, so ge- 
währt sie doch als ein Fundamentalsatz für die allgemeinen Un- 
tersuchungen des Gleichgewichts und der Oberflächengestalt freier 
Flüssigkeiten einen grossen Nutzen , sobald dieselben in ihf er Ge- 
staltung von der sphäroidischen auf die oben beschriebene Weise 
abweichen. 



Berichtigungen : 

^ite ö Zeile 6 vor unten lies (1788) statt (1778). 
,y 13 ,, 12 von oben lies unendlichen Cylinder statt Ring. 
„ 32 yy 4 von unten lies m statt rty. 

„ 48 „ 5 V. oben lies ~ statt -j- - 

Ip Fig. 3 sollten PT mid P'T' normal gegen «T und ßT' gerichtet sein. 
Seite 62 Z. 2 von unten streiche (Siehe d. Anhang). 
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1/ie Berechnung der Anziehung, welche ein materielltr Punkt von 
einer irgendwie gestatteten Masse erleidet, gehört zu den Problemen, die 
sich einer besonderen Aufmerksamkeit von Seiten der Analytiker zu er- 
freuen haben; namentlich ist es die Anziehung der Sphäroide, mit deren 
Ermittelung die grössten Mathematiker — - wir nennen nur Lagrange, La- 
place, hory, Püis$on, Gauss, Jacobi und Lejeune Dirichlet — beschäf- 
tigt gewesen sind, theils wegen der analytischen Schwierigkeiten, die sie 
darbietet, theils wegen ilires Zusammenhanges mit den Untersuchungen 
über die Gestalt der Erde und über die Schwere an deren Oberfläche. 
Wenn wir nun dieses oft behandelte Thema des Altractionscalcüls hier 
wiederum^ vornehmen, so geschieht dies aus einem doppelten Grunde; 
einmal, um die wesentlichsten Resultate der bisherigen Arbeiten über- 
sichtlich zusammenzustellen , besonders aber , um ein neues Moment in 
diese Untersuchungen einzufuhren. Man hat sich nämlich fast durchaus 
nur mit dem sehr einfaclien Falle beschäftigt, in welchem die anziehende 
Masse als eine homogene betrachtet wird , und obwohl man sich gestchen 
musste, dass diese Voraussetzung gewiss nur äusserst selten in der Na- 
tur erfüllt sein wird, so findet sich gleichwohl kein tiefer eingehender 
Ver&udi zur Berechnung der Anziehung, welche ein Körper von ungleich- 
förmiger Dichtigkeit ausübt. Vielleicht, dass man sich durch die Schwie- 
rigkeiten hat abschrecken lassen, die schon bei homogenen Körpern den 
Calcül umgeben und von denen allerdings eine Wiederholung in grösse- 
rem Maasse xu fürchten war, wenn man das Problem verallgemeinern 

Schlömilch, der AUractionfcalcÜt. j 



wollte. Dass aber diese Schwierigkeiten keine unubersteiglidien sind und 
dass ihre ßesiegung zu sehr eleganten Resultaten fuhren kann (m. s. z. B. 
die neuen Formeln über das dreiachsige Ellipsoid mit variabler Dichtig- 
keit und das darauf bezugliche merkwürdige Reduktionstheorem in §. 10), 
das werden die nachfolgenden Blätter wohl beweisen. 



Allgemeine Begriffe und Formelot 

Wenn es überhaupt eine Kraft giebt, welche sich von einem Mas- 
senpartikel > als ihrem Sitze, aus allseitig strahlenförmig darch den Raum 
verbreitet — und man ist in der That gezwungen, die Existenz solcher 
Kräfte vorauszusetzen — , so kann die Wirkung derselben auf ein ande- 
res Massentheilchen nur von der Grösse der beiden Massen und ihrer 
Entfernung, nicht aber von der Richtung der letzteren abhängig sein, 
weil es im Räume keine bevorzugten Richtungen, kein absolutes Oben oder 
Unten giebt. Daraus folgt sogleich, dass alle in gleicher Entfernung um 
das erste Massenpartikel herumliegenden materiellen Punkte eine gleiche 
Einwirkung erleiden, oder, was Dasselbe ist, dass alle Pankte einer um 
jenes Massenpartikel beschriebenen Kugelfläche eine gleiche Rescbleuni- 
gung erhalten. Construiren wir eine zweite grössere concentrische Kugel- 
fläche, so vertheilt sich dieselbe Wirkung, welche auf die erste Fläche 
fiel, nunmehr auf die zweite und die Intensität (man könnte fast sagen: 
Dichtigkeit) der Wirkung wird an einer bestimmten Stelle der zweiten 
Fläche soviel mal kleiner sein, als die zweite Fläche die erste an Grösse 
übertrifft. Da nun concentrische Kugelflächen wie die Quadrate der Halb- 
messer zunehmen, so muss die Einwirkung des im Mittelpunkte befiodu- 
chen Massenpartikels in eben demselben Maasse abnehmen; eine allseitig 
in die Feme wirkende Kraft können wir mis daher nicht wohl anders, 
als nach umgekehrtem quadratischen Verhältniss wirkend vorstellen, da- 
gegen wurde das einfache umgekehrte Verhältniss auf solche Kräfte f^' 
sen, welche nach einer einzigen absoluten Richtung im Raum willen soll- 
ten. Um nocli die Massen mit in Rechnung zu ziehen, genügt die he« 



kannte Regel , dass sich bewegende Kräfte direkt wie die Massen verbal* 
ten; die Einwirkung eines ponderabelen Molekules fi auf ein anderes /u^ 

welcbes sieb in der Entfernung u befindet, wird demnacb durcb ^-^ 

ausgedrückt, und die Einbeit dieser Kraft ist bicr diejenige Kraft, mit 
welcber die Masseneinbeit auf eine um die Längeneinbeit entfernte gleicbe 
Masse wirkt. Was die Ricbtung dieser Kraft anbelangt, so fallt diese, 
wenigstens bei der Gravitation und den magnetiscben Flüssigkeiten, mit 
der Ricbtung von u zusammen, und die bewegende Kraft strebt die Ent- 
fernung ti entweder zu verringern oder zu vergrössern. Bleiben wir beim 
ersten Falle steben, so baben wir die gewobnlicbe Anziehung, wie z. B. 
die Gravitation > und auf diese bezieben sieb die folgenden Formeln. 

Bezeichnen wir mit d Y das Element einer irgendwie gestalteten ma- 
teriellen Linie, einer Fläche, oder eines Körpers und mit @ die Dichtig- 
keit dieses Elementes, so ist QdV die Masse desselben und diese übt auf 
einen in der Entfernung u befindlichen Punkt, dem wir der Einfachheit 
wegen die Masse Eins zuschreiben, die Anziehung 

Bezeichnen wir ferner mit x, y, & die rechtwinkligen Coordinaten 
des anziehenden Elementes und mit a, ß, y die des angezogenen Punk- 
tes, wo nun 

2) tt = V(«—a?)*+ (/?-»)* + (y—Ä)2 

ist, so können wir jene Elementaranziehung in drei Componenten parallel 

Q dV 
den Coordinatenaxen zerlegen, indem wir — 2"" ^'^ ^^^ Cosinus derje- 

(« 

nigen Winkel multipliziren^ welche u mit den drei Coordinatenachsen ein- 

schliesst; diese drei Winkel mögen {u,x), (n,y), {u,z) beissen und 

dann sind die Componenten der Elementaranziehung 

Iv t( Iv 

Hieraus ergeben sich durch Integration die Componenten der Gesammtan^ 
Ziehung der Masse und zwar ist die Integration eine einfache, doppelte 
oder dreifache, je nachdem die Masse auf einer Linie, einer Fläche oder 
in einem Körper vertheilt ist, wobei der Ausdruck Masse nichts weiter 

1* 
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nls Dasjenige bedeutet, wovon die Anziehung aus^gehend gedacht wird; hn 
ersten Falfe tritt an die Stelle von dV das Linienelemenl ds oder bei 
reditwinkligen Coordinaten 



im zweiten* Falle das Flächenelement 



Mtiä im dritten FaHe das Volumenelement 

4) dV ^ dx dy dz. 

Beschränken wir uns auf den letzten Fall als den einzigen, welcher 
in der Natur vorkommt, und berücksichtigen wir die bekannten Glei- 
chungen 

5) cos(w,a7) = , cos(m,3/)=x:'- — -^ cos{u,z) = - 

H H ff 

so sind jetzt die Componenten A, B, C der GesammianziehiHig 

Ä = /yr±<^ i. i, i. 



=ffr- 



' , " dx dy dz 

oder vermSge des aus No. 2 bekannten WerÜies von u 

dz 



A=z r r r Oia — x)dxdy d 

J J J yl(cr.^^W+iß-W+ 



(y 



f>'\^ 



J 



7) ] B= r r r &(ß^l)dxdyäz__ 

j J J J V(a-a;)* + (/?-y)'+(y-ar)«'' 

^^ P P f* & (y—z)dxdydz 

^ J J J >/(« -«)» + Kß^y? + ('/ - »)*' 

wobei die Integrationsgränzen so zu wählen sind, dass nur die im Innern 
des Körpers liegenden Punkte a;y« in Rechnung kommen. 

iVill man sich statt rechtwinkliger Coordinaten lieber der Polaircöori 
dinatün bedienen, was oft bequemer ist, so bezeichne man den Radius- 



vector des Punktes xyz mit .p, den Winkel zwischen q und x mit ^, 
endlich den Neigungswinkel, welcher die Ebene des Winkels ^ mit der 
Coordinatenebene xy einschliesst, durch co, so ist*) 

x= Qcos^, y = {)stnd'COsco, z^Qsinihsinco 
und das Volumenelement dV = dxdydz = q^ sin d- dco d^ dg , mithin 

© (a — () cos ^) ()^ 5tn ^ dw.rf^ rfp 

Qcosd-j^ + iß — QSind-cosa))^ + (y—Qsind^simo)'^ 
iß — g sin ^cos co) (y^ sin d- dco d& dq 



I xJ J J ^{U-QCOS^ 



3 



nJ J J ^|{ct'^QCOs(i 



^)^+(ß—QsinS^cosio)^ + (y—^Q^i7i&ßinco)^ 
(y — Q sindjinco) q'^ sin -9- dco dS- dQ 



i'—QcosO')^ + (ß — Qsin^cosco)^+{y — Qsind^sinco)'^ 
nnd diese Formeln vereinfachen sich namentfich dann bedeutend, wenn 
man den angezogenen Punkt zum Coordinatenanfang wählt, also 
a = /?=y = setzt, wie es später einmal geschehen mrd. 

Die Berechnung. der döei Componenten A, B, C lässt sich noch in 
einer anderen Weise ausführen, bei welcher es nur einer dreifachen In- 
tegration Bedarf. Aus dem Werthe von w geht nämlich hervor, dass.bei 
partieller DifTerenziation in Beziehung auf a 



( 



du\ a — X a — x 



mithin 



I \ tt / I Ji / ^ \ _ cc — x 

\ da / "^ M* \ da / "" u^ 



seip muss. B^zeiqtu^n wir den linker Hand voi^kopim^nden partiellen 
Differenlialquolienten mit D^A — i, so ist nun nach dem Obigen und 
durch partielle DifTerenziation in Beziehuji^ auf /^iUnd y 

°-^—M^- ^r=-^^{v). .^=-''.(^) 

und demgemäss sind die Werthe von Ä, B, C nach No. 6) 



*) s. Nole 1. 
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C = — f* /* /& -Dyl^jdx dy dx. 

Versparen wir die auf a, ß, y bezüglichen partiellen Differenziatio- 
nen bis nach Ausiflhrung der angedeuteten Integrationen, so nehmen 
Ä, B, C folgende Formen an: 

^^-^- f f ß\ ^"^ *^ ^* 

C^-Dy r 1 p^\dxdy dz 

und man erkennt hieraus, dass es nur darauf ankommt, den Werth des 
dreifachen Integrales 

^ ^ ^0 dx dy dz 



z 



fff 



u 



zu ermitteln, da die Componenten A, B, C nichts Anderes als die drei 
in Beziehung auf a^ß^y partiell und negativ genommenen Differentialquo- 
tienten desselben sind. Dieses dreifache Integral, die Summe der Mas- 
senelemente, dividirt durch ihre jedesmalige Entfernung vom angezogenen 
Punkte, nennen wir mit Gauss das Potential der Anziehung ; bei recht- 
winkligen Coordinaten ist dasselbe 

j,^ r r r Qdxdyd% 

bei Polarcoordinaten 



io)p= r r r eQ^sin»da>d»dQ 

und für die Componenten A, By C gelten jetzt die Formeln 



Natürlich wird bei dieser Berecbnung^weise der Componenten vorausge- 
setzt, dass die Ermittelung des Potentials für ganz beliebige cl, ß^ y er- 
folgt sei> weil eine DifTerenziation in Beziehung auf spezialisirte a, ßj y 
nicht möglich sein würde. 

§. ». 

AnziehQDg sebr weit \on einander entfernter Massen. 

Wenn der Abstand des angezogenen Punktes aßy von dem anzie- 
henden Körper sehr gross ist im Verhältniss zu den Dimensionen des letz- 
teren , so lässt sich der im Potenziale vorkommende Faktor 

j_ ^ 1__ 

in eine stark convergirende Reihe entwickeln, welche nach Potenzen und 
Produkten von x, y und % fortschreitet. Bezeichnen wir mit E die Ent- 
fernung des angezogenen Punktes vom Anfangspunkte der Coordinaten, 
so ist 

12) £*« «*+/?* + y« 

und 

1 1 



w ^p — 2i(xx^ßy + yz) + x^+y'^^-z^ 

_ 1 ax-^-ßy+yz 
"" £"*■ E^ 



(3 a a? + ßy+yz)'^— (a?^ + y^ + ä*) E^ 

2£' 






Vermöge dieser Entwickelung ist nun 

13) ^~ "1 / / f^^^y^^ 



y j j /\Qzdxdydz\ 



— B — 

wobei wir dieubrigeu Glieder wegen ihrer verliäitnissmässigen Kleinheit ver- 
nachlässigen können, um eine einfache Näherungsformel zu erhalten. Die 
statische Bedeutung der vier Integrale, welche in dem Werthe von P jetzt 
noch vorkommen, ist nun sehr leicht zu erkennen. Das erste dreifache 
Integral giebt die Summe aller Massenelemente, also die Gcsammtmasse 
des anziehenden Körpers, welche wir M nennen wollen ; das zweite ftitegral 
ist nichts Anderes als die Summe der statischen Momente aller Körperpar- 
tikel, bezogen auf die Coordinatenebene yz, also gleich dem Momente 
der in ihrem Schwerpunkte vereinigten Masse M, und ganz ähnlich ist 
die Bedeutung des dritten und vierten Integrales; nennen wir daher f, i^, C 
die Coordinaten des Schwerpunktes des anziehenden Körpers, so haben wir 



ffß 



0x dx dy dz = M§ 




ffß 



'I @y dx dy d% «s Mri 



Qz dx dy d% = Mt 



und mithin nach No. 13) 

14) P= f + ^(«l+/?'?+yD- 

s 

Diese Formel vereinfacht sich bedeutend, wenn man den bisher noch 
willkührlichen Anfangspunkt der Coordinaten in den Schwerpunkt verlegt, 
also | = ?^ = C=0 setzt, wodurch 

15) P^^= ^ 



wird. Durch partielle DifiTerenziationen in Belebung auf a, /S, y erhält 

man hieraus 

^ Ma Mß My 

A = , "~ 3 , B = j— "~ — :-3 f C = . —Ha» 

yja^ + ß^'+y^ >/«' + /^'+y' yja^+ß^+y^. 

Die Resultante A dieser in den Richtungbn der drei Goordinatenacfistn wir- 
kenden Ki-afte bestimmt sich 'nunmehr nach der bekanntfen Formel 

R = yJl^^ + B^ + C^ 

und sie ist vermöge der Werthe von A, B, C 



__0^ 

d. li. bei hinUnglibh grosser Entfernung des angezogenen 
Punktes ist die Anziehung, welche er leidet, fast dieselbe, 
als wenn die IMasse des anziehenden Körpers in ihrem 
Schweriinnkte vereinigt wäre. 

§.3. 

AaztebiAg des abgestumpfteu Kegels. 

Uui zunächst einen einfachen Fall zu haben, in welchem sich die 
drei zur Berechnung der Anziehung erforderlichen Integrationen ohne be- 
sondere Kunstgriffe ausfuhren lassen, betrachten wir die Anziehung, die 
ein gewöhnlicher abgestumpfter Kegel auf einen Punkt seiner verlängerten 
Achse ausübt. 

Den angezogenen Punkt P (Fig. 2.) nehmen wir zutn 'Anfangspunkte 
der Coordinaten,*alst) a = /? = y = 0; von den drei Componenten Ay Ä, C 
sind dann die beiden letzten = 0, weil der anziehende Körper dem an- 
gezogenen Punkte in der Weise symmetrisch gegenüberliegt, dass die 
Seitenanzielmngen der Körperelemente sich gegenseitig duflieben.^ Die 
Componente A ist daher zugleich die Gesammtanziehung, nämlich 

^^^ • J J J V^HyH^^' 

indem wir auf das Vorzeichen nicht iadliten , da es nur die Rictitung der 
Anziehung, nicht ab^r ihre Intensität betridt. Um die Integrationsgränzen 
für das obige dreifache Integral zu ermitteln , betrachten wir VK = x, 
KL^y, LM=z als die rechtwinkligen Coordinaten eines Körperelemen- 
tes VI/ und setzen ferner den grösseren Halbmesser des abgestumprften Ke- 
gels = r, den kleineren =p, die Höhe =ä und den Abstand des ange- 
zogenen Punktes von der kleineren Kreisfläche = a. Hiernach sind die 
Gränzen für x offenbar 

x=^a und x=^a'+h. 
Verlängern wir Ä'i=y,^bis diese Gerdfde die Kegelfläche in zwei Punkten 
i' imd'I" schneWet (die 'Figur giebt *ur d«n voDfleren Tunkt. i')» &o 
sind y = KL** bis y^KL' die Gränzen für y; nun findet man ohne^Mtthe 
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r— 



18) KV=^Q+{x — ä) -j 

wo p nur zur AbkärzuDg dienen soU, und es sind daher 

y=— jp bis y»+p 
die Gränzen für y. Verlängern wir endlich L 11= % bis diese Gerade die 
Kegelüäche in zwei Punkten M* und ilf" schneidet (die Figur zeigt nur 
den oberen Punkt ilfO> so sind z^LM*' bis %^LM* die Gränzen für 
%; man hat aber 

19) = ^P^—»^ = 5 

wo q ein Abkürzungszeichen ist, und mithin für z die Gränzen 

»= — q bis Ä= + 5. 
Nach diesen Erörterungen gestaltet sich die Formel 17) wie folgt: 

wo nun über die Dichtigkeit noch eine Bestimmung zu treffen ist. 
Denken wir uns den abgestumpften Kegel, bestehend aus einer steligen 
Folge von Schichten, senkrecht aufderAxe der a?, und zwar in der Weise, dass 
Jede Schicht für sich homogen ist und erst von Schicht zu Schicht die 
Dichtigkeit wechselt, so hängt © nur von x ab und kann demnach als 
eine willkührliche Funktion von x, etwa als f{x) bezeichnet werden. Die 
vollständig bestimmte Formel für A ist jetzt 

und hier können die zwei auf z und y bezüglichen Integrationen sehr 
leicht ausgeführt werden. 

Vermöge der bekannten Forme] 

dz z 




findet man sogleich für * = a;' + y' und nachher vermöge des VVcrthes 
von ] 



— n — 

/+g efy 2q 

folglich , weil p kein y enthält und daher für die nächste Integration als 
Constante gilt, 

a — p 

Die auf y bezügliche Integration ist leicht zu bewerkstelligen, wenn man 
eine neue Variable t durch die Substitution y:=:p8int einführt, in Bezie- 
hung auf welche die Gränzen ^== + -^ tt und t = — -j-tt den früheren 
Gränzen y = + p und y = — p entsprechen; man hat dann 

Nach einer bekannten Formel ist aber 

r_ät__^ r d t 

j x^ +p'^ sin* t J x^ cos^ t + (p^ + a?*) «n* t 

aTVP + ^ \ ^ / 

und wenn man diess für das Vorhergehende benutzt, so ergiebt sich auf 
der Stelle 



/ 



aj* + y* X 



und durch Substitution in die unter No. 21. verzeichnete Formel 



i=2»y7(t,'..ji-^.j 
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oder endlich vermöge des in No. 18. verzeiobneten Werthes Ton p 
22) A = 27t/ [i- •^'" , \f(x)dx 

a 

womit die Aufgabe in ßo feirn gelöst ist, als eine einfache Integralion je- 
derzeit, sei es genau oder durch NSIierung, ausgeführt werden kann. 

Für den speziellen Fall Q^r erhält man die Anziehung des Cylin^ 
ders mit dem Halbmesser r und der -H^he /k,. nämlich 

y^a + A 

23) 



i=r27r/ (l— ^ ^' j f{x) dx 



a 

für () = dagegen die Anziehung eines Kegels von denselben Dimensior 
nen, nämlich 




24) i = 27r/ ji ^ ^ j/-(a;)rfa;. 



BemerkeSswcrlli ist der Umstand, dass es viele Formen von /(x) 
giebt, für welche die Anziehung eines upendlidi langen Cyliaders oder 
Kegels immer noch eine endliche Grösse bleibt; so ergiebt sich z. B. aus 
No. 23. für eine constante Dichtigkeit, etwa /(a?)^«*, 

i = 2Ä: TT JA — >/(« + *)'•* '+^ + >/a2+ r^ | 
d. i. für a + Ä>>r durch Verwandlung «in eine unendliche vRßihe 

A=,2fc.{-«-i-^+i^,p-... + V?+7«i 

woraus bei unendlich wachsenden A folgt: 

i=:2A-?r jVoH^' — a j 

auch selbst in der Berührung, d. h. filr a^'O,, ^ürde die Anziehung hier 
noch endlich := 2X:7rr sein. Aehnli^e iFäUe lassen sich beliebig viele 
angeben. 



■o' 



§.4. 

ÄDzieti^ der 4(igel mi v Kiigriscbaaiet 

Den Anfangspunkt der Coordinaten verlegen wir in den Mittelpunkt 
der Kugel und für die Axe der a; nehmen wir diejenige Gerade, welche 
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den Mittelpunkt der Kugel mk dem angezogenen Punkte verbindet; die 
Coord4naten des letzteren sind dann a und /9 = y=0. Bei dieser Lage 
heben sich alle Scitenanzichungen , welche der angezogene Punkt erleidet, 
gegenseitig auf, die €on»ponenten B und C verschwinden und die Com- 
ponente A stellt die Anziehung selbst in ihrer Totalität dar. Benutzen 
wir Polarcoordinaten und berechnen A mittelst des Potentiales, so ist 
wegen ß = y=zO nach Formel 10) 

dQ dd- dco 



p= r r r^£^± 

J J J >/a^-2«( 



worin noch die lutegrationsgränzen zu bestimmen wären. Für (» sind die- 
selben p=0 und p = r, wo r den Halbmesser der Kugel bezeichnet, dem 
^ steht der Spielraum ^ = bis ^==7r offen und w erstreckt sich von 
ft; = bis w=-27r. Um über die Dichtigkeit eine Bestimmung zu 
treffen, wollen wir annehmen, dass die Kugel aus einer stetigen Folge 
concentrischer kugelförmiger Schichten bestehe, von denen Jede für sich 
homogen ist, während die Dichtigkeit von einer Schicht zur anderen wech- 
selt. Unter dieser Voraussetzung ist © eine Funktion von p allein etwa 
= /(()) und mithin 

p^ /(»V(e) dQ I ''''.^'^^ I dco 

o o 

oder durch Ausführung der auf "b bezuglichen Integration 

}' "TT 

23) P=27r/ ^V(p) ig I g"' ^^^ 

o 

Bei unbestimmter Integration ist nun weiter 

/sind'dx)' \/a * — 2 of p cos ^ + /)* . -, 

folglich durch Einführung der Gränzen &:=n und ^äO 

26) / sini^ dO- > /«^ + 2a()H-(>^ — V«^^2ag"+ e^ 

*-^o . 

Um nun entscheiden zu können, ob man in dem Subtrahenden rech- 
ter Hand a — q oder q — a für die Wurzelgrösse zu setzen habe, muss 
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man erst wissen, ob a grösser oder kleiner als (» ist, d. b. man muss 
die Fälle unterscheiden, wo der angezogene Punkt ausserbalb oder inner- 
halb der Kugel liegt. 

Im ersten Falle ist a^r, also um so mehr ^q, weil q höchstens 
= r werden kann und mitbin 

sin& dd' a +p — (a — q) _ 2 

yla^—2aQC0sd' + ö^^ ^Q ^ 



Durch Substitution dieses Werthes wird 



J>lc 



a 



27) p=:*^/Q^f(Q)dQ. 



--P 



Diess lässt sich leicht einfacter ausdrücken. Die Masse M der Kugel 
würde nämlich sein 

Q^fiQ)dQ f ^ind-dü- / du^^^n j Q^f(Q)dQ 



O 

und also wird jetzt aus No. 27. 

a 
mithin die Gleichung ^ä — D^^P oder 

28) i = 4 

d.h. die Anziehung einer aus concentrischen Schichten 
von verschiedener Dichtigkeit zusammengesetzten Kugel 
geschieht auf einen aussenliegenden Punkt ebenso, als 
wenn dieganze Masse der Kugel in ihrem Mittelpunkte ver- 
einigt wäre. 

Liegt dagegen der angezogene Punkt im Innern der anziehenden 
Masse selbst, ist also a<^r, so giebt es theils solche ^, welche <Zct, 
theils solche, die >>a sind. Um diese verschiedenen g zu trennen, zer« 
legen wir in No. 25. die von (» = bis Q=zr erstreckte Integration in 
zwei andere von ^=0 bis (» = a und von Qf=a bis Q=zr gehende In- 
grationen; dann ist 
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f(Q)dQ 




+ Q 
o ' 



+ ! 



n Q^f(Q)iQ ßr 



Im ersten Doppelintegrale ist nun q<^ol und wir setzen daher 



/ 



,71 

sind- dd- 



___^_^_ g + q—(cc-'Q) _ 2^ 

im zweiten Integrale dagegen ist q >cc und daher 




sinO' dd- _ Q + cc — (q — a) __ 2 







V«*— 2a(> co8»+Q^ a P . ? 



Vermöge dieser Substitutionen erhält jetzt P den Werth 




,r 



P^iü/ Q^f(Q)dQ + i7t/ Qf(Q)dQ. 



• « 



Um hieraus die Anziehung il abzuleiten, bedarf es nur der Erinnerung 
an die bekannten Sätze *) 



a 

'ß 



(Q)dQ^ ^(a) 



tp(Q)dQ^ — \p(a) 



■ 

und man findet dann ohne Schwierigkeit: 



29) ^ '^ J ^'f^^^^^ 

O 

Unter der Rücksicht , dass hier der Faktor von -^ die Masse einer 

mit dem Halbmesser a beschriebenen Kugel bezeichnet, ergiebt sich hier- 
aus das Theorem : 

•) s. Note If. 
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Ein im Innern der Kugel liegender, um a von deren 
Mittelpunkte entTernterPunkt erleidetdieselbeAnziehung, 
als wenn nur eine mit dem Halbmesser a beschriebeneKu 
gel vorhanden und die Masse derselben in ihrem Mittel- 
punkte vereinigt ^äre. 

B^i einer homogenen Kugeln also etwa f((f)tmkj ist demnach für 
einen äussern Punkt 

und für einen innenlieg«uden 

mithin im letzteren Falle die Anziehung direkt proportional der Entfer- 
nung des Punktes vom Centrum. Für einen auf der Oberfläche der Ku- 
gel liegenden Punkt, d. h. fCir a=:r, vereinigen sich beide Formeln zu 
dem Werihe -j-n kr. 

Um die Anziehung einer aus den Halbmessern r| und r2 beschrie- 
benen Kugelschaalc zu bestimmen, braucht man dieselbe nur als die Dif- 
ferenz zweier Kugeln anzusehen, von denen die erste mit dem grösseren 
Halbmesser Vf und die zweite mit dem kleineren Halbmesser r2 beschrie- 
ben ist. Nennen wir A/| die Masse der erstes und M.2 die Masse der 
zweiten Kugel, Ag die Anziehung der ersten und A2 die der zweiten, so 
haben wir für die Anziehung A der Kugelschaale 

A^A A ^äl M^Mj^—M^M 

wo M die Masse der Kugelschaale bedeutet und vorausgesetzt wird, i^^^ 
a>r|, also auch '^r^ sei. Liegt zweitens der angezogene Punkt in der 
anziehenden Schaale selbst, ist also r^'^a^r^y so befindet er sich in- 
nerhalb der grösseren, aber ausserhalb der kleineren Kugel, und dem- 
nach ist 

i — J?L I_ ^2 _ «> — ^2 

"~ a' a* «* 

wobei m die Masse einer mit dem Halbmesser a beschriebenen Kugel 
bezeichnet; ist endlich r^ >r2>>a, so liegt der angezogene Pi^"'^' 
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inncriialb der von der Kagelschaale umschlossenen Rohlkiigel, also in* 
nerhalb M^ sowohl als Jf], und es ist dann 

d. h. der Punkt erleidet gar keine Anziehung, wovon man sich übrigens 
auch leicht durch eine eiafacfae Betrachtung fast ohne alle Rechnung 
überzeugen kann* 

§. a. 

ÄDziehaDg des homogenen dreiachsigen Ellipsoides. 

Den angezogenen Punkt nehmen wir zum Anfangspunkte rechtwink- 
liger Coordinaten» also a = /?==/=: 0, und die Coordinatenachsen legen 
wir «parallel den drei Halbachsen des Ellipsoides, welche letztere a, b und 
c heissen mögen; die drei Componenten der Anziehung sind in diesem 
Falle laut Nr. 8) und ohne weitere Rucksicht auf die Vorzeichen 

i= / / / @ cosd' 8in& da) dd' dQ 

30) ^ ^^/ff® ^^^^ **^** ^^ ^^ ^P 

sinco sin^S' dto dB' dg 



=///« 



Wir beschränken uns hier auf die Betrachtung von Ä , weil bei der 
symmetrischen Lage. des Coordinatensystemes in Beziehung auf a^ b, e 
die Entwickelung von B, C im Wesentlichen dieselbe und nur in der 
Bezeichnung verschieden sein wurde, so dass man B und C auch leich- 
ter durch Buchstabenvertauschung erhalten kann. Die Dichtigkeit Q sei 
constant, wesshalb man einfacher 

31) ä^g/ / / cos&sind^da) d^dg 

schreiben darf. Um nun die Integrationsgr&nzen für ^ , ^ und (o zu be- 
stimmen, dienen folgende Bemerkungen: Verlängert man den Radiusvec- 
tor PM^Q hinreichend, so durchschneidet er die Oberfläche des Ellip- 
soides in zwei Punkten M^ und M2 (Fig. 3 giebt einen blossen Durch- 
schnitt) ; diese Punkte liegen auf derselben Seite der Geraden PMy wenn 
der angezogene Punkt P sich ausserhalb des Ellipsoides befindet, dage- 

Schldmilck, der AUracUonscQlcM, 2 
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gen liegen sie auf eiitgegeDgesetcten Seit«i Tdn P aas, wenn P io die 
anziehende Masse selbst iaill. Nennen wir in jedem Falle r^ und r^ die 
absoluten Längen von PMi und PAf^, so sind die Integrationsgränzen 
in Beziehang auf q 

^ SS ^2 bis Q^r^ rar einen Susseren Punkt P, 
9=2 — fjbis Q^Ti für einen inneren Punkt P. 

Die Grössen r^ und r, bestimmen sich leicht, weil Af| and M^ 
Punkte auf der Oberfläche des Ellipsoides sind. Nennen wir r, d-f to 
die polaren Coordinaten eines solchen Punktes in Beziehang auf das bis- 
herige Coordinatensystem , x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten des- 
selbefn Punktet in Beziehung auf die drei Halbaxen des Ellipsoides als 
Coordinatenachsen, endlich a, ß, y die ursprünglichen rechtwinkligen 
Coordinaten des Mittelpunktes des Ellipsoides, so finden die Gleichungen 

x^^rcosd' — « 

y=::r$tnd^cos(o-^ß 

% =s rsind-sm « — y 
statt und wenn man diese in die Gleichung der Oberfläche des Ellipsoi- 
des, nämlich 

substituirt, so erhält man eine quadratische €leichung von der Form 
32) Nr^—20r^V, 

worin zur Abkürztmg gesetzt worden ist: 

-, / co$d'\^ . / sind-coscoX^ . / sind' sino) \^ 

34) u=-^ + ^~, — + 2:—^ 

-> — (fr-(ir-(i)' 

Die Wurzeln der obigen quadratischen Gleichung, nämlicb 

u + yju^+ffv u—yiüfj^rf ff 

N N 

sind nun unmittelbar die Werthe Ton ri und r2. Was nodi die Integra- 
tionsgränzen für d- und io anbelangt, so gestatten sich diese sehr einflieh ; 
für d' gelten nämlidi die Gränzen 'd^s&O bis ^=£^ u6d fBr o die Werthe 



— 10 — 

oissO bis la^n, wie man unmittelbar erkennen wird. Nach alle diesen 
Bemerkungen ist nun für einen ausserhalb liegenden Punkt P 

A=& i dio I co$d^ sind' dd^ i dg 

für einen im EUipsoid selbst liegenden Punkt ist dagegen 

A — e I d(a I €0sd^8tn»d» 1 dq. 

• • — r. 

Die in Beziehung auf ^ angedeutete Integration lässt sich unmittelbar aus- 
führen und giebt im ersten Falle 

A—Qfdio i cos&8iH»dd^[r^—rJi 



i d(o i cosd-si 



,,,^,^2_Vc^MrFP 



] 



N 



und im zweiten Falle 

A^Q j da) / cosd^sin» dS^[r^+r2 

s=@ f d(o / cosd' sind'dd' -^r. 

Man erkennt hieraus, dass die Berechnung der Anziehung eines EUipsoi-^ 
des im zweiten Falle bei weitem einfacher ist als im ersten, wo man es un- 
ter dem Integralzeichen mit einer sehr verwickelten Wurzelgrösse zu thun 
bekommen würde; wir beschränken uns daher auf den Fall eines im In- 
nern liegenden Punktes. Vermöge des Werthes von U ist dann 

^ cos^d^ sind'dd' 






. 28 Q /^^ ^ P'^cos»sin^»dd' 

+ -^TJ- / CQSiO dO) t TT 



r 1 9tniadu) I -^ — 
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Die drei auf ^ bezüglichen lotegrale ftteben unter der gemeinschaft- 
lichen Form 

Q 

zerlegte man dieses in die beiden folgenden 







und setzt im ersten ^=sd', dagegen im zweiten d=7r — ^', so wird 





ß 



f(»*) d»* — f fiu—d-') d&* 
/•(;»0 d»' + I f{7i—d'') dy 







/. Vi » 





Bleibt nun die Funktion ((ß*) im zweiten Quadranten dieselbe wie im 
ersten, d. h. besitzt sie die Eigenschaft f{9'')^=f{7Z — ^'), so hat man 
nach dem Obigen 



f{&)dd'=:2/ fid-) d» 



« 

ist dagegen f{0'*)tsx — f(7t — -5"'), so verschwindet das Zwischen den 
Gränzen ^=0 und d'^n genommene Integral von /(^d-) c(^. Nun be- 
sitzt aber der Ausdruck 

^/rix cos^d'sind' 

/w- — ^^ 

die erste Eigenschaft f{d^):=zf{7t — &*) und daher kann man im ersten 
Integrale der Gleichung 36; die Gränzen ^:=0 und ^=-^7r einfuhren, 
indem man zugleich das Integral doppelt nimmt. Die Funktion 
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fW = jf 

besitzt dagegen die zweite Eigenschaft /(^') = — f(7t — d-*) und daher 
verschwinden die beiden anderen Integrale, indem sie aus sich gegensei- 
tig hebenden Elementen bestehen. So vereinfacht sich der Werth ?on A 
bedeutend und reducirt sich auf 

^_ # j,,, / cos^d' sind' dd" 



'J. J. " 



daraus wird durch Umkehrung der Integrationsordnung 

, -4«© /^ \^ . ^ -^ /^ do) 
A== — j— / cosr& stnd^ dd- I -jr. 

d 

Hinsichtlich des in Beziehung auf co genommenen Integrales gilt nun 

dieselbe Bemerkung wie früher; da nämlich die Funktion Tr-von a) = -^7t 

bis 10 =i n dieselben Werthe annimmt , die sie schon von co = bis 
co=-|-7r hatte, so liann man einfacher schreiben 







Die auf (o bezügliche Integration ist sehr leicht ausführbar, wenn 
man in dem Werthe von N 

I == — 5 — (tos^io + sm*w) 

a / a* 

setzt, wodurch derselbe die symmetrische Form 

abnimmt ^ bei weicher p und g als Abkürzungszeichen dienen , nämlich 

Es ist dann nach einer sehr bekannten Formel 

dcd / ' diu 1 TT 

iV ^ jp* cos * w + {* «m *w P J * 2 
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und mithin durch EinfübruDg dieses Wertbes 



4 r^ r'1%^ 



cos^d' sin 2^» icos^S- . sin^d- 



I j co% *^ . sin ^ 






oder auch 






Durch Einfuhrung einer neuen Variabein co8d^=t, also sin* dS- 
dt und 5tn^^=: 1 — t^, gestaltet sich dieser Ausdruck wie folgt: 

t^dt 






38) i 

/ V[a* (1 — *') + 6* <*J[a' (1 — <»> + c»«*] 
o 

und man hat nun entsprechend durch Buchstabenvertauschung 

39) ft--lTr?/frtf/ . *^^* I 

40) C = 4n0yab/-===:^ ''^^ ^ 

/ VlcMl— «') + «* <'J tc» (l — <*) + 6' <»] 

Hier bedeuten cst /?» ^ die Coordioaten des Eilipsoidoiittelpunktes , bezo- 
gen auf drei durch den angezogenen Punkt parallel zu den EUipsoidach- 
seil gelegte Coordinatenachsen ; will man dagegen, wie es bequemer ist, 
die Achsen des Ellipsoides zu Coordinatenachsen nehmen, so müssen 
— a , — ß und — y an die Stellen von Oy ß, y gesetzt werdai« Hier- 
durch ändern Ä, B, C nur ihre Vorzeichen , was wir weiter nicht zu be- 
achten brauchen, da es uns nur auf die Grössen dieser Componeai^eay 
nicht aber darauf ankommt, in welchem Sinne sie wirken, indem letzte- 
rer unmittelbar bekannt ist. Wir können daher die vorigen Formeln un- 
geändert beibehalten, wenn wir unter A, B, C die absoluten Intensitäten 
der Anziehungscomponenten und unter a, ß, y die Coordinaten des an- 
gezogenen Punktes verstehen, wobei letztere auf die Achsen des Ellipsoi- 
des als Coordinatenachsen bezogen sind. 
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Formeln fOr das Rotationsellipsoid« 

Die Attsfahrung der in den Gleichungen 38), 39) und 40) ange-< 
deuteten Integrationen ist dureh logarithniische und cyklometrische Funk« 
tionen nicht möglich, weil die unter dem Wurzelzeichen vorkommenden 
Ausdrücke vom vierten Grade sind. Man muss desshalb die Integrale 
entweder auf elliptische Funktionen zuräckführen, wie es Legmdre gethan 
hat, oder sie in unendliche Beiben verwandeln, oder endlich ihre Wertbo 
nach der sogenannten Methode der Quadraturen berechnen. Es giebt in- 
dessen einen Fall, in welchem die Integration auf dem gewöhnlichen 
Wege bewerkstelligt werden kann, wenn nämlich zwei von den Achsen des 
EUipsoides gleich sind, also das dreiachsige Ellipsoid in ein Rotationsel- 
lipsoid übergeht. Nehmen wir ein- für allemal a^ft, so kann nun ent- 
weder c = 6 oder c=:a sein; das erste giebt ein gestrecktes, das zweite 
ein abgeplattetes Rotationsellipsoid; zugleich wollen wir die beiden. Ver- 
hältnisse, in welchen die lineare Excenlricilät V«* — &* zu den beiden 
Halbacl^sen steht, mit e und l bezeichnen: 

41) '=^—r^^ ^--T— 

I. Für den Fall eines gestreckten Rotationsellipsoides (c = b) gehen 
die Formeln 38), 39), 40) in folgende über: 



a I 1 — 6^ 










l 



9 



Erinnert man sich an die bekannten Formeln der unbestimmten In- 
tegration . 
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/t^J.-M+'(1^«)-']+^»- 

50 ergeben sich für die ÄDziehungscompofienten folgende Werthe : 

43) B = 2n&.^Al ^T+T^-ia+^n^)] 

44) C=27r0.|j[AVT+r» — fU + VT+Ä»)]. 

U. Für den Fall eines abgeplatteten Rotatioosellipsoides (e=a) 
nehmen die Formeln für A, B, C folgende Gestalten an : 



As^iJfQa— / , 



Unter Anwendung der bekannten Formehi für unbestimmte Inte- 
gration 

7^ i^it Ärcsin(€t)—£t Jl—e^t^ , ^ 
Vi — eV 2€» ^ 



y 1+ 



r^dr ^ i^t - ÄTctanJUl ^ ^^^^^^ 



l + Pt^ X^ 

ergeben sich für i, JS, (7 die nachstehenden Werthe: 

-ev . ;^ ^a6iircsm€ — cVl — «* 

45) Iss27r0 



a €* 



46) Ä=4nr0&j. p 

47) c=2^0^^*r5«?-!z_i:(E£i, 
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Bleiben mt bei dem Falle des abgeplatteten Ellipsoides, als dem in 
der Planetenwelt vorkommenden , noch einen Augenblick stehen. 

Sind die numerische Excentricitat e und das Abphttungsmaass l 
sehr kleine Brüche, wie wirklich in der Natur, so ist es vortheilhafl, 

die Grössen Äresine, e^ l — e^ und Arctanl in Potenzenreihen zu ver- 
wandeln, und man findet auf diese Weise: 

und wenn man die Hasse des abgeplatteten Rotationsellipsoides 
lUs^-^d^bTcO in Rechnung bringt 

48) i^^«jl + ie' + A,.+ 



• • • • • 



49) »=7rjl— T'L*+-f'^*— j 

50) c=^jl + ^«' + Äc« + j 

Fflr die Kugd ist nodi ( = a zu setzen, wo nun a den Halbmesser der- 
selben bezeichnet; zugleich wird M=-^a*n&, e und l verschwinden. 
Man hat dann einfacher 

ar a* a^ 

folglich für die Resultante dieser Kräfte 



M 



R = ylA^J^B^ + C*=, ^ yja^+fl^ + y* 



=z-j-nQ.S, 



s 

wo E die Entfernung des angezogenen Punktes vom Mittelpunkte der Ku- 
gel bezeichnet. Dieses Resultat stimmt, wie es sein muss, mit Dem über- 
ein, was wir auf anderem Wege in §• 4. entwickelt haben. 
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§. 7. 

Das Redaküonstheorem von Ivoryt 

Um den Schwierigkeiten auszuweichen , welche die Integration eines 
rerwickelten Radikales mit sich führt , sahen wir uns in §. 5. gezwungen, 
Torläufig auf die Berechnung der Kraft, womit das EUipsoid einen aussen- 
liegenden Punkt anzieht, zu verzichten. Wir kommen jetzt zu diesem 
Probleme zurück, um es von einer wesentlich anderon Seite zu betrach- 
ten, bei welcher die Unterscheidung eines inneren oder äusseren Punktes 
keinen so bedeutenden Unterschied in den Formeln hervorruft. 

Nehmen wir die Achsen des EUipsoides zu Coordinatenachsen und 
bezeichnen den angezogenen Punkt mit (xßy^ so ist Ae in der Rich- 
tung der X-Achse wirkende Componente der Anziehung 

51) A^®l I l i — = ~- 3 

indem wir die Dichtigkeit als unveränderli^ voraussetzen. 

Die angedeuteten Integrationen sind hier auf alle im Innern des 
Eilipsoides liegenden Punkte (Elemente) xyz zvl erstrecken und aus die- 
ser Bedingung die Integrationsgränzen zu bestimmen. Diese Bestimmung 
richtet sich nach der Reihenfolge, in welcher man die Integrationen aus- 
führen will; da nun aus dem blossen Anblicke des Integrales erhellt, dass 
sich die auf x bezügliche Integration leicht ausführen lässt, nämlich 

y^] (a — x) dx 1 
V(a ~ x)^ +'(ß- Vf + (y— »;*' ^ VC« - a;)^ + iß-y)^ + (y - «)' ' 
so ist es am naturlichsten, mit der auf o; bezüglichen Integration anzu- 
fangen, also etwa die Reihenfolge x, y, z einzuhalten. 

In Fig. 4. seien OA=s^a, OB^b und OC^^e die drei Halbaxen 
des EUipsoides , die drei Coordinatenachsen , F bezeichne einen beliebigen 
Punkt im Innern des EUipsoides, welcher durch die drei Coordinaten 
FG=x, GH = y, HO = z bestimmt ist. Verlängern wir die Coordinate 
f G, bis sie die Oberfläche des EUipsoides in zwei Punkten P und F" 
schneidet (die Figur giebt nur den ersten Punkt), so sind die Gränzen 
für X offenbar x^P'G bis x=FG, oder x—^-PG bis a?=r + f'fif. 
Die Länge PG ist sehr leicht zu bestimmen, wenn man sich erinnert, 
dass P ein Punkt auf der Oberfläche des EUipsoides ist und dass folg- 
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lieh seine Coordinaten FG, GE^my und HO=ss der Gleichung der 
Ellipsoidoberfläche genfigen müssen. Bezeichnen wir FfimitX, somnss 
demnach 



(ir+(fr-(7)'= 



1 



sein und hieraus findet sich der Werth von X; die Gränzen ffir x sind 
also 

x^ — X bis a?= + X 
52) 



w^-iif-ar- 



Verlängern wir ferner GH^=:yy bis diese Gerade die Oberfläche in zwei 
Punkten Gf' und &' triin, so sind y^ &*H bis y« ff'F, oder y »— 6'ff 
bis y^='\-G*H die Gränzen für y. Da auch der Punkt G' auf der Ober- 
fläche des Eilipsoides liegt, so müssen seine Coordinaten wiederum die 
Gleichung der Ellipsoidoberfläche erfüllen. Für &H=stY sind diese Coor- 
dinaten: Null, Y und Zy mithin ist 



{TfHTh 



und die Grinzen.für y sind: 
53) 



-'/'-(fr 



Die Gränzen für % endlich ergeben sich, wenn man 0H^% ver- 
längert, bis diese Gerade die Ellipsoidoberfläche in zwei Punkten C und 
C schneidet; diese Gränzen sind 

a = — c bis «= + c. 

Nach diesen Erörterungen ist nun 



yö-r«^ yoT' ^-^A 
A=Q/d% I iy /__-ii 

%J kJ U yl{a-'X)^+ { 



— z) dx 



wo statt X und Y die in 52) und 53) verzeichneten W^tfae zu setzen 
wären. Sämmlliclie Integrationsgränzen hängen von a, (> c ab und wür* 
den daher für ein zweites Ellipsoid nicht dieselben sein; um aber von 
a^h^ t^ unabhängige Integrationsgränzen zu erhalten, bedarf es nur der 
Einführung dreieir neuen Yariabehi 
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a?=a§, Sf=s6^, «=c^; 
man hat dann zonftchst 

und wenn a;=X geworden ist, würde a$=3X, d. h. 

geworden sein; ebenso geht für y=y, 617 in F über und es ist 

dem Wertbe % ^= c enlspridit endlich ^ = 1. Bezeichnen wir nun wie 
folgt-: 

54) Ä= 'li-n^-^ , fl = VI^, 

80 nimmt die Formel fi&r A folgende Gestalt an: 

A^eahef dl / dtj I . (« — ag) <«§ .^ 

t/ J J ^ V(«-«l)'+0»-6»?)*+(y-eD» 

und hier können wir die auf | bezügliche Integration ausführen, indem wir 



/ 



(g— gg)rf| ^ ^ 1 

und nachher für | die Gränzwerthe + £' und — 5 setzen. So ergiebt 
sich du Resultat von der Form 

-+ 1 y+Ä 

55) A 



^euj^n I i,[\-^) 



—1 —a 

worin r und R zur Abkürzung benutzt worden sind ; nämlich 

r= V(a — aH)» + (/J— 6)?)M- (y-c?)' 
Ä = V(a + »)» + (/? - 6 J?)* + (y — c D"*". 

Entwickelt man die unter dem Radikaie stehenden Quadrate und setzt 

statt S seinen Werth, so findet man ohne Mühe 

56) r»=«« + /?»+y' + o' 

— 2ao Vi— )?»—?*— 2fe/JjJ—2cyC 

— (a»— 6«)j?»— (a*— c»>C* 
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57) . fi*s= «*+/?» + y»+a= 



— (a»— 6«) 1?*— («»— c«) S». 

Ohne nun einen Versuch zur weiteren Integration in No. 55) zu 
madien, betrachten wir jetzt ein zweites Eliipsoid mit den neuen Hnib- 
achsen a^, (|, q, welches einen zweiten Punkt OißiYi anzieht. Die 
Componente Äi desselben wird dann durch die entsprechenden Formeln 

58) 



.i.=0^^d?yi,(i-i^) 



1 —£l 

59) rj2=o,» + A» + yj» + fl,» 

60) Äi»=«i» + A»+yiM-^ 

bestimmt y indem wir voraussetzen, dass das zweite Eliipsoid mit dem er- 
sten gleiche Dichtigkeit besitze. Könnte man nun die sechs Grössen 
^1 1 ^1 > <i 9 ^t ' ßi9 Yi ^^ bestimmen , dass r| = r und zugleich JRi = A 
wäre, so würde das in 55) vorkommende Doppelintegral dem in No» 58) 
vorkommenden identisch sein und man hätte dann durch Division 

A ^ bc 

also eine sehr einfache Beziehung zwischen Ä und Ä^. 

Aus der Yergleichung von r und r| , sowie von R und R^ ergeben 
sich nun folgende sechs Gleichungen: 

61) a|» + A« + yi» + fli» = a«+/S» + y* + a» 

62) aia^—aa, hßi^hß, c, y, :=:^cy 

63) a,^— 6i« = a»— 6^ Oi*— C|» = a» — c^ 

Bleiben wir zunächst bei den zwei letzten Gleichungen stehen, aus 
welchen durch Subtraction noch 

64) 6^«— cj»^6«— c^ 

folgt y so erkennen wir, dass das gesuchte Eliipsoid dieselbea linearen 
Exsentricitäten besitzt wie das gegebene, dass also beide Ellipsoide con- 
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fokal sind. Wir geben nun den Gleidmngen 6S) und 64) die bessere 
Form 

und- nennen o den gemeinschaftlichen, noch unbekannten Werth dieser 
drei Quadratdifferenzen; aus 

folgen dann die Gleichungen 

65) ai=yJa^ + io, 6|=V6* + cii, q = VcM-^» 

welche zur Bestimmung der Halbachsen des neuen EUipsoides dienen, so- 
bald (o erst bekannt ist. Die Gleichungen 62) geben nun weiter die 
Coordinaten a| , ßi, yi des vom zweiten Ellipsoide angezogenen Punktes, 
nämlich 

aa ^ CO 

66) 1 ^* *i Vö* + w 

cy ey 

Um endlich cc) zu bestimmen, substituiren wir die für a|, 5^» c^ und 
Ol, /3| , }^i gefundenen Werthe in die Gleichung 61) , nachdem wir letz- 
tere in der besseren Form 

dargestellt haben; es folgt dann 

und diese Gleichung ist auf doppelte Weise eritillbar, entweder durch 
ft)=0, oder durch 

' a'+w fr*+w c*-(-oi 

Im ersten Falle warde das zweite EUipsoid dem ersten congment 
und €tißiyi mit aßy identisch sein, was nidits der Auftnerksaookeit 
Werthes giebt. Bedeutender dagegen ist der zweite Fall, der auf eine 
cubische Gleichung fuhrt und demnach wenigstens einen reellen Werlb 
Ton ia liefert. Da unter diesen Umständen r mit fj , A mit Äi identisch 
wird, 80 kSnnen wir jetzt folgendes Theorem ausspredien: 
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Wenn ein EIMpsoid einen Pm^l anzieht, so giebt es immer ein 
aweites confokaies EUipsoid der Art , dass die Componenten der An- 
siebungen , welche das erste EUipsoid auf den gegebenen Punkt und 
da» sweite auf einen anderen Punkt ausüben, den Produkten aus den 
ein^cbliessenden Achsen proportional sind, nämlich 
68) i ; ili = 6c ; ft| Cj. 

Dieser Satz gestattet eine sehr elegante Anwendung auf den Fall, wenn 
der Punkt a^y ausserhalb des ersten Ellipsoides liegt, also 

ist. Bezeichnen wir nämlich die linke Seite der Gleichung 67) mitF((tf) 
und lassen wir co von bis co wachsen, so ist f(cü) eine fortwährend 
abnehmende Funktion von co; im Anfange hat man wegen Nr. 69) 
f*(0) > 1, nachher J(oo) ==& <C 1 und mithin giebt es einen einzigen 
positiven Werth von ce^, für welchen i*(ca) = I wird. Nehmen wir also 
für CO die einzige reelle positive Wurzel der Gleichung 67), so folgt aus 
No, 65), dass das zweite EUipsoid grössere Halbaxen besitzt als das 
erste, und aus No. 66) > dass der Punkt cti/^i^i dem Coordinatenanßinge 
näher liegt als aßy. Dip*ch Substitution von 63) in 67) wird 

«2 /J«. y2 

d. h. der Punkt ttßy liegt auf der Oberfläche des zweiten Ellipsoides 

f 

drückt man mittelst der Gleichungen 66) a|, /}|, y^ durch a, ß^ }^ aus,; 
so geht die vorige Gleichung in die folgende über : 

a» ^ 6»^ c^ ^ 
d. h. der Punkt a,^ /?j y^ liegt auf der Oberflächis des ersten Ellipsoides, 
also im Innern des zweiten Elhpsoides. Vermöge dieser Eigenschaft kann 
man i(| nach den Formeln der §§. 3. und 6. berechnen und dann er- 
giebt sich A mittelst der Proporüan Aik^'==^})t:\c^* So gelangen wir 
zu folgendem Endresultate: 

Um die Anziehung zvl berechnen , welche ein homogenes EUipsoid £ 
auf einen aussenliegenden Punkt aßy ausübt, construire man zu- 
nächst ein dem ersten confokales EUipsoid B^^ dessen Oberfläche 

4 ' 

durch OLßy geht und dessen Dichtigkeit der von E gleich ist. Die- 
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ses zwäte Ellipsoid B^ lasse man auf einen Punkt ai ßi y^ wirken, 
der auf der Oberfläche von E^ also im Innern Ton E^ liegt, und des- 
sen Coordinaten nach den Formeln 66) bestimmt werden. Ans den 
Componenten ii , £| , Cf der yon B^ auf ai ßi fx ausge&bten Anzie- 
hung leitet man nachher die gesuchten Componenten A, B, C mit- 
telst der Formeln ab: 

Wenden wir diess auf das abgeplattete Rotationsellipsoid {c^a^h) an, 
so haben wir unter (o die positive Wurzel der quadratischen Gleichung 

70) ^— + £2-3— = 1 

zu verstehen und es ist nun 

för die ExcentricitSt und Abplattung des neuen Ellipsoides gelten die 
Formeln 

ff| Va^' + w 



v/i+v- 



,2, , _V«,*-6.'_Va«-^» _ 

l£) A.(— 7 — -=== — 



V'+-P- 



' und für den neuen Punkt ctf /?j /i sind die Coordinaten 

73) «1 = y-^r- ' Ä = /tri— • y* = /-r^ - 

Die Componente A bestimmt sich nun wie folgt: 

A^— 2;t0 ^'^' Arcsine^—e^yll'-e^* 

oder nadi Substitution der Werthe von a^ , bj^ und a^ 

74) ii = 2yrQa ■ —^ * ^ ^ 

yja^ + o) *i 

wo nur noch die Werthe von «j^ und cd aus 71) und 70) einzusetzen wä- 
ren, was wir unterlassen, um die Formel nicht zu compliziren. Für B 
und C erhält man ebenso leicht: 



— S8 — 

75) B==4^0^_^Vz|!^^^ 

76) C^2ney -^- , Ärcsin^ 

Va* + Cd *i 

Für die Kugel (6 = a) wird w = a* + /?* + y* -* a^ , und die Ausdrucke 
rechter Hand gehen bezüglich in -f-, -|-, -f- über; man erhält so drei 
Componenten , deren Resultante 

ist, was mit dem Früheren übereinstimmt. 



f. 9. 

ADsiehnog eines aus UmlicheD ScbieitteB besteheidea EUipsoideSt 

Wir betrachten jetzt allgemeiner die Anziehung, welche ein Ellipsoid von 
ungleichförmiger Dichtigkeit auf einen beliebigen Punkt aßy ausübt, und 
um über das Gesetz der Dichtigkeitsveränderung innerhalb des Ellipsoides 
eine bestimmte Annahme zu haben , wollen wir voraussetzen , dass die 
Dichtigkeit im Punkte xyz durch 

ausgedrückt werde, wo f eine beliebige Funktion bezeichnet. Die stati- 
sche Bedeutung dieser Supposition ist sehr einfach; alle diejenigen Ele- 
mente nämlich , für welche die eingeklammerte Summe einen Constanten 
Werth erhält, etwa 

od«r 

(hTt) '^(bV^f +(v^) "^ 

liegen auf der Oberfläche eines mit den Halbachsen a^$^ b^$ und 
c^8 beschriebenen Ellipsoides, welches dem ursprünglichen EUipsoide 
ähnlich ist; einem iDdividuellen Werlhe Ton s entspricht also eine unend 
lieh dünne homogene ellipsoidische Schaale und die Aendening von 9 
giebt den Uebergang Ton einer solchen Schicht zur anderen. Unter der 



— 84 — 

gemachten Voraussetzung besteht demnach das Ellipsoid aus einer stetige 
Folge ähnlicher Schichten, deren jede für sich homogen ist, während die 
Dichtigkeit ?on Sdiicht zu Sdticht wechselt. Das Potenzial der Anziehung 
ist nimmehr 

fis) dx du dz 



'" "///w 



und darin beziehen sich die drei Integrationen auf alle im Innern des 
Ellipsoides liegenden Elemente , d. h. auf alle die positiven und negativen 
X, y, «, welche der Ungleichung 



1 > 



ur^(f)'MTr>« 



oder 1>»>0 

Genüge leisten. Führen wir zur Vermeidung von Brüchen drei neue Va- 
tisbU i^ fjr Z ^ weldiedurcb die Gleicbongen xssa^j y=ibf}, m^c^ 
bestimmt werden, so ist einfacher 

80) . 8=P + r]^ + ^\ 

worin sich die Integrationen auf alle positiven und negativen der Un*- 
gleichung 

82) l>V+ri^+^>9 oder 1>j>0 

genügenden ^, rjy 1^ beziehen. — Zur Ausführung dieser dreifachen Inte- 
gration würden nun die bisher angewendeten Büttel nicht mehr zureichen 
und wir bedienen uns daher einer wesentlidi verschiedenen Methode, de- 
ren Grundzüge von Lejeune Dirichht entwickelt worden sind , und weldie 
im Wesentlichen darauf hinauskommt, das zu reduzirende vielfache Inte- 
gral mit einem Faktor zu mollipliziren,- welcher eine endliche Grösse be- 
sitzt oder verschwindet, je nachdem die Bedingungsgleichung des Integra-* 
les [hier No. 82)] erfüllt oder nicht erfüUt ist Um diesen Kunstgriff 
hier anwenden zu können, erinnern wir an das Theorem von Fourier^ 
denzufolge der Werth des DoppeUntegrs^es *) 

2 /^* /^l 



") s. N#te 111; 



— s& — 

= f(s) oder gleich Null ist, je nachdem die positive Grösse s weniger 
oder mehr als die Einheit beträgt; wir haben daher auch 

« 
Ü 

wo T als Abkürzung benutzt Worden ist, nämlich 
84) r2= {a — a^y^ + (/S— 61?)^ + {y—t%)\ 

la den für P angegebenen Integrale lassen sich aber die auf |, 9/, C be« 
züglichen Integrationen auf beliebig erweiterte Urinzen ausdehnet!; da 
* nämlich das als Faktor zugesetzte Doppelintegral für s^l verschwindet, 

« 

so werden hierdurch allt^ Elementei welche der Bedingung s<^l nicht 
genügen, von selbst ausgeschieden*. Setzen wir 



85) f^ I akt f'^ r^ fMn&ß^,,^i^/]li 



€08 8iO dtO I f{9) O&sd- dd-, 

— 00 " — » — 00 .0* '0 

so wäre diess das Potenzial der vom unendlichen Baume auf d^n Punkt 
aßy ausgeübten Anziehung, jedoch mit der Bücksicht, dass im Innern 
eines gegebenen EUipsoides (d. b. für s <" 1 ) die Dkbtigkeit s= /*($), 
ausserhalb desselben = wäre , was mit dem, Potenziale des EUipsoides 
auf Dasselbe hinauskommt, tvoil ^er leere Raum kdine Anziehung ausübt. 
Wir haben uns daher einzig und allein ipit dem Integrale in No. 85) zu 
beschäftigen, statt dessen wir auch das folgende 




&l^ f^e'"^' doi p(»)cosoi& d» 



86) Q-^ahc 

— OD ^ — OD " — OD 

betrachten können, von welchem P den reellen Bestandtheil ausmacht, 
wenn t die Wurzel V — 1 bedeutet. 

Versparen wir die auf ^ und co bezüglichen Integrationen bis zuletzt, 
so ist auch ' 



O — OD — OD — OD 

wobei es zunächst auf die Ausführung der drei für $, 17, ^ geltenden Inte- 
grationen ankommt; wir setzen daher 

8« 
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2 p^ p\ 

87) 0=5 — a Je liia I f{if^)co$(o9 id^ . 5, 

• • 
wobei S als Abkürzung dient und sieb die Aufmerksamkeit nunmehr auf 

die Gleichung 



88) 



^) OD ^^ Qß ^% OD 



OD —OD —00 

ZU richten hat. Der Uebersichtlichkeit wegen widmen wir dieser Reduk* 
tion einen besonderen Paragraphen. 

FortsetzoDgt 

Unmittelbar ist die fflr S angegebene dreifache Integration nicht aus- 
fahrbar, sie wird es aber auf der Stelle, sobald man den unbequemen 

Faktor — selbst wieder in ein bestimmtes Integral Terwandelt. Nach ei- 
ner bekannten Formel hat man nämlich*) 






folglich umgekehrt, wenn k^r^ gesetzt wird: 



- 



Durch Substitution dieses Werthes gebt die Gleichung 

— OD — OO — 00 

in die folgende über: 

— OD —OD —OD 

und in dieser versparen wir die auf %p bezügliche Integration bis zuletzt ; 
es ist dann 



^ B. Hole IT. 
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Ti: »^ »r /»«+»*V')* 



— » — « — » ., . 



Die drei auf |. 17, S bezügUchen Inlcgrationea kSnnen jetzt mit einem 
Schlage ausgeführt werden. Vermöge der Wertbe von » und r» ist n5m- 
lich bei vollständiger Entwickelung 

+ (c«i/> + w)S*— 2cyt/>5- 
Die in No. 89) vorkommende Exponenzialgrösse zerfäUt nunmehr 
in vier Faktoren, von denen der erste in Beziehung auf |, ij, % constant 
ist, der zweite nur |. der dritte nur , und der letzte nur $ enthalt. 
Zufolge dieser Sonderung der Variabein verwandelt sich das dreifache In- 
tegral 

in das Produkt der folgenden vier Faktoren: 




•i— OD 

OD 




dl? . elC^*V+«)^*— ^^^^''l* 



— OD 
OD 




dC. eK**'''+'*^^"'^^^**'*' 



— OD 




Nach einer bekannten Formel ist nun*) 

— GD 



und mit Hülfe derselben lassen sich die obigen Integrationen ausführen, 
indem man successiv i; = |» rj, ^ 



•) s. Note V. 



^38 — 

ätä a(x\p , bß\p , cy^ 
fietzt. Durch Ausfübruog dieser kleinen Rechnung und nacbherige Ver- 
einigung jener vier F^ktor^n £ndet man ohne Muhe, dass das dreifache 
Integral 

/^QD y^QD y^QD 

/ / / di dtjd^ «(»«+»*^< 

— OD —OD • — ^QD 

folgenden Werth hal: 



worin zur Abkürzung gesetzt worden ist : 

Substituiren wir nun den soeben gefundenen Werth des in Beziehung 
auf ^« ^> £ genoinmenen dreifachen Integrales in die Gleichung 89), 
so wird 

90) S^^.^^i /^Hj : e^'' 



J 7^ 



Diess Usst sich noch etwas einfacher darstellen ^ wenn man statt \\i eine 
neue Variable t der Art einführt, dass 1/;= — ist, wobei co als Constante an- 
gesehen wird. Man ethält dann 



0) 



und die Grösse ?F geht über in 

+ 1^ . ^ ■+ 



a^ + ^ ' 6»+^ * c2+^ 
Bezeichnen wir zur Abkürzung in nachstehender Weise 

91) T^^^^Sr-.-^ ''' 



so ist einfach W=i(x)T und die Gleichung 90) gestaltet sich wie folj^: 
92) S=;re«-i /^°° - '^^«"'' 



womit 5 auf seinen einfachsten Ausdruck gebracht ist. 






§. lO. 

Schloss* 

Kehren wir nun zur Formel 87) zurück und führen in dieselbe den 
Werth von S ein, so ergiebt sich jetzt 

0. 

oder wenn wir die auf t bezügliche Integration bis zuletzt aufsparen 

§ . 

Der reelle Bestandtheil hiervon ist das Potential^ nämlich 

• N 

und hieraus findet sich die Componente A der Anziehung durch die For« 
mel i = — J^a^y wobei zu berücksichtigen ist, dass a nur in J vor- 
kommt und 

d(sinTü}) ^ dT „ 2a 

da da a^ + t 

ist. Nach dieser Bemerkung ergiebt sich sogleich 
98) 

A-iaabc/ ^L , . -A— ImTiado)/ f(d')cosa)d'dd'. 



e 

Qier lässt sich der Werth des auf ^ und co bezogenen Doppelintegrales 

/IQD p^ 

COS Ted da) / f(&}€09CDd' dd^ 
u 

sehr leicht mittelst des Theoremes von Faurier entwickeln , w^n man 
auf die Unterscheidung der Fälle r<lund r>l eingeht. 



Liegt der angezogene Punkt aßy innerhalb des anziehenden EUip- 
soides, so i»t 
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folglich um so mehr 



.1 -j. # ^ *^ 



d.h. r<i, 

weil ^ vermöge der Integrationsgränzen r = bis f » od nur positive 
Werlhe erlangt; das in Nr. 94) verzeichnete Doppelintegral ist dann 
ss-^TT fCT) und mithin für einen inneren Punkt 

^ V(a*-*-0(** + OCc*+0 * +' 



Diess gilt auch noch für einen auf der Oberfläche des EUipsoides liegen- 
den Punkt aßy; bei diesem ist zwar 

a* tf* y* , 

a* ^ 6* ^ c> • 

aber wegen r>0 doch noch 7<^1. 

Befindet sidi dagegen der angezogene Punkt aßy aussertialb des 
Ellipsoides, so ist 

a» ^ 6» + c» -^ ^' 
also anfangs, d. h. for t=Oy r>L Während aber t das Integrations- 
intervall 1=0 bis Isqd durchläuft, nimmt T fortwährend ab bis zur 
Null. Es giebt daher eine Stelle, bis zu weldier J^ 1 ist und von wel- 
cher ab T< 1 wird und Meibt; diese Stelle bestinmit sich durch Auflö- 
sung der Gleidiung 7=1 oder 






Nennen wir t die reelle positive Wurzel derselben, so ist 7>1 
so lange I^t, dagegen r<l, wenn t^t. Zerlegen vrir nun das lote- 
grationsintervall 1=0 bis r=co in zwei andere von 1=0 bis t^^t und 
voo da bis l = cx>, so ist 

• • • 
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Im ersten Integrale hat man wegen t<t^ 7>1 und folglich 

/»OD yrij 

eo8 Tu) d(o I /(^) cos cti^ (1^ = 0, 

• 

im zweiten Integrale wegen t>r, 7<1, mithin 

/•OD yOi 

to% T(a d(o j f(»)eo8(od^d»=::'^7t f(T) 



und mithin bleibt übrig 

96) Ä=i27taahe / ^l! -^• 



Fassen wir alles Bisherige zusammen, so haben wir folgendes 
Theorem : 

Unter den hinsichtlich der Dichtigkeit gemachten Voraussetzungen 
ist die Ungs der Halbaxe a wirkende Componente der Anziehung 

97) Ä^27taabc/ fj )^ ^ dt 

tu 

wobei an die Stelle der unteren Integrationsgränze (o die reelle po- 
sitive Wurzel der Gleichung 7 = 1 oder die Null zu setzen ist, je 
nachdem der angezogene Punkt aßy ausserhalb des Ellipsoides liegt 
oder nicht. 

Für eine constante Dichtigkeit /*(«) ^ d, also aueh f{T) =s d, wird 
Ä^2neabc/ , , / , -/J7-> 

Bei einem inneren Punkte, d. h. für cosO, ist die Uebereinstimmung 
dieses Ausdrucks mit dem früher in §. 5. gefundenen Werthe Ton Ä 
leicht nachzuweisen; es bedarf nur der Substitution t^d^tan^d'f um die 
Torstehende Formel sogleich in diejenige überzufahren, welche vor No. 38) 
vorhergeht 

Besondere Aufmerksamkeit verdient noch ein Reduktionstheorem, 
welches sich an die Formel 97) knüpft. Unter der Voraussetzung eines 
aussenliegenden Punktes führen wir nämlich in die Formel 
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Ol 

eine neue Variable ti der Art ein, dass t^co+ti ist; zugleich setzen wir 
98) a2 + w = a|*, 6* + w==*i*, c»+w=Ct^; 

es ergiebt sich dann sogleidi 



Lassen wir aber ein neues Eilipsoid mit den Halbaxen a^, (j, e^ den- 
selben Punkt aßy unter der Voraussetzung anziehen, dass derselbe nicht 
ausserhalb des EUipsoides liegt, so wäre die Componente Ä^ dieser An- 
ziehung : 

^•=^""*"/(a.M-'.)V(a.H-«.) (*.«+«.) («.»+«.)'( ^ "^ »"iM^ ■*" rf^. ) 
e 

und folglich durch Vergleichung mit dem Vorhergehenden: 

1 abe 



99) 



Ij fli 6x ^1 
Auf ganz gleidie Weise wäre 

B abc C abc 



B^ öji^iCi ^i ^'i^i^i 

und folglich würde auch für die Resultanten R und A^ dieser Anziehun« 
gen die ähnliche Beziehung 

100) fi=_^=,,E££»e_ 

statt finden. Aus den Gleichungen 98) geht nun aber hervor > [dass die 
beiden Eili{)fiioide gleiche Excentricitäten 

besitzen; aus der zur Bestimmung von co dienenden Gleichung 

y , /»' ^ y' «, 

^ J '« ••■ - III» MM ■ ■■III SS 1 

W+(0^ b^+(0^ C^ + (0 

folgt andererseits mittelst der Gleidiungen 98) 

•l» *l» Cl* 

d. b. im Oberfläche des «weiten Glipsoidee ftüA iatA tißy; demnach 
dürfen wir jetzt folgendes bemerkenswertbe Tlieoreni aütispreclMa : 
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Wenn ein aus stetig aufeinähderfolgenden ähnlichen homogenen 
Schichten zusammengesetzte^ Ellipsoid einen aussenliegenden Punkt 
anzieht, und ein zweites, dem ersten con fokales, EOipsoid conitniirt 
wird , dessen Oberfläche durch den angezogenen Punkt geht und des* 
sen Dichtigkeit nach demselben Gesetze variirt, so verhalten sich die 
C^eichnamigen Componenten der Anziehungen , wdcbe beide £Ilip« 
8«3de Mif jmen Punkt ausüben (der nun ausserhalb des ersten, aber 
auf der Oberi^he des zweiten EU4>soades liegt) , wie die Volumina 
der beiden Körper; dasselbe Verhältnis» gilt auch für die resultiren* 
den Anziehwigm sdbat 
Man wird sogleich bemerken, dass dieses neue Theorem dem ton 
Ivory aufgestellten ähnlich, aber insofern einfacher ist, als es nicht der 
Bestimmung eines correspondirenden Punktes bedarf^ welcher von dem 
Bimten £llipsaide aagezogen wird. Wie dies« grl^s$ere Einfachheit mit 
der Sache selbst zusammenhängt, mag aus folgender Bemerkung erheUeiik 
Die Bestimmung der Componente Ä erfordert eine dreifache Integration; 
fuhrt man keine von diesen drei Integrationen aus, so lassen sich die 
Anziehungen , welche zwei EUipsoide auf einen oder auch auf zwei ver- 
schiedene Punkte ausüben > nur dadurch proportional machen, dass man 
das zweite Ellipsoid dem ersten congruent nimmt und die angezogenen 
Punkte zusammenfallen lässt ; diess giebt aber absolute Identität und mit- 
hin keine brauchbare Vergleichung. Führt man dagegen eine von jenen 
drei Integrationen aus, wie es in §. 7. geschehen ist, so erhält man ei- 
nigen Spielraum und kann jetzt die Proportionalität der Componenten so- 
wohl durch Congruenz (cü=0) als auf eine zweite Weise (durch die cu* 
bische Gleichung für (o) bewirken, und zwar erfordert das Letztere die 
Auflösung von 6 Gleichungen. Führt man aber zwei von jenen drei In- 
tegrationen aus , wie diess durch die Formel 97) geschehen ist , so wird 
die Beweglichkeit noch grösser und es bedarf nur noch dreier Gleichun-- 
gen, um die Proportionalität der Componenten zu erlangen. 

Die Allgemeinheit des aufgestellten Theorems erlaubt naturlich eine 
Anwendung desselben auf den Fall eines homogenen Ellipsoides, indem 
wir nur f{s) ^ f(T) = constant zu nehmen brauchen. Setzen wir 
e=ia^bj also auch c^^^a^^fri, so wäre jetzt für das abgeplattete 
Rotationsellipsoid 
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wo ij die Componeote der Anziehung bedeutet, die ein aus den Halb« 
achsen 

construirtes abgeplattetes Rotationsellipsoid auf den in seiner OberlUidie 
liegenden Punkt aßy ausAbt Diese Componente Ä^ wire nadi No. 45) 

A^^2ne—^ L-^JJ[ L, 



worin e^ die numerische Excentricität des neuen EHipsoides beseidinet; 
hieraus folgt 

«1* «1 

was mit der Formd 74) übereinstimmt, wenn man statt «^ seined Wcrth 
einsetzt. - 



^ e * 









• s 
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Noten. 

I« In Fig/1. seien OX, O.F, OZ die drei Coordinatenachsen und 
OJr= fl?, KL^yj LM^z die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes 
M; die polaren Coordinaten desselben Punktes mögen heissen OM^q^ 
^JIfOX=^ und <MKL^(a; unter diesen Voraussetzungen ist indem 
bei K rechtwinkligen Dreiecke OKM 

OK^OUcosMOK, d. h. xssQcosih 
MK=OM$inMOK—qrin»; 
ferner in dem bei L rechtwinkligen Dreiecke KLU 

KL^KM . tosMKLf d. L y^zQtind'. costa 
LM^^KM.sinMKL^ d. i. x^^sfit'd'. sinoi 
und diess sind die bekannten Formeln zur Verwandlung ron rechtwinkli- 
gen Coordinaten in Polarcoordinaten. 

Lassen wir ^, d', la sich ändern und zwar q um das unendlich 
kleine kkrement Mü^iQf den Winkel 9' um MOV=sdd' und ai um 
MKWssdg^ so erhalten wir das Volumenelement dV in Polarcoordinaten 
ausgedrückt. Obwohl dasselbe die Form eines Gewdlbsteines besitzt, so 
kann man es, wegen der unendlichen Kleinheit seiner Dimensionen/ doch 
als Parallelopiped mit den drei Kanten 

MÜ^Q, Jlf F=prf*, MW^MK .dw = Q8tn»d(a 
betrachten, und so gewinnt man die Formel 

dV^zMU.MV.MW^Q^siH^dQd^daf, 
Ton welcher im Texte mehrfach Gebrauch gemacht worden ist. ' 



H« Es kommt häufig vor, dass in einem bestimmten Integrale so- 
wohl die zu integrirende Funktion als auch die beiden Integralionsgrän- 
zen eine und dieselbe willk&hrliche Constante enthalten, wie diess 
z. B. bei 

dx 



/ 



Im 
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der Fall ist; das allgemeine Schema eioes solcbeo Integrals wäre 

a 

WO nun a und ( als Funktionen von /ti zu betrachten sind und mithin 
auch der Wer th S des Integrales von jv ahhiogi* . . 

Lassen wir fi sich um A^ ändern, so gehen a, (, 5 in a + Aa, 
b + Ab, S + AS über und durch Subtraktion wird 

/^b + Jb pb 

Hier lässt sich das erste Integra in die drei folgenden zerlegen : 

xpifi + Af^,x)da!+I^(li:i-Afit!x^)i»'i:itp(fiirAfi9 a?) dx 

a a b • 

und dadurdi nimmt AS folgende Gestalt an: 

AS = / xp (fi + A fi, x) da: — / xp(fi + A/i, x) dx 







b ' » . ^ 

+ / [V^(/t+ A/i, X) — tpQi,x)}dx 






• • • ! • ■" 

und durch Division mit A/it, welches in Beziehung auf die Integnition 
constant ist, 

Q, AS 1 pb+Jb 1 pa+J% 

^ Äjü'^Ail. /'V'(M + A^,a?)da? — ^ i/ip(li + Afhx)dx 



^ /' W(^ + A/i,a?) — t//(iit,a?) jj^ 



Bezeichnen wir nun das unbestimmte Integral von %lf(fi,x)dx mit 
q)(fi,x)j so dass also 

ist , so haben wir 
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Lßl-'U,.., ä..fJ>i±AMd±^ 



m if f i f # «*- # \ f # - ir, 1 rjL iii ^^ ^ " 



~ A6 'A/t 

und auf gleiche Weise 

a 

Ausserdem steht in No. 2) unter dem letzten Integralzeidien^ der partieU 
in Beziehung auf (m genommene Differenzenquotient von ip(iÄ,x); dieser 
ist um so weniger von dem entsprechenden partiellen Differenzialquotien- 
ten verschieden, je kleiner Afi Htird, und wir können daher 
.V tlß(fi + Afi,x)~xl)(fi, x) _ / dtf;(iii,x) \ 

^^ A^ -"l dfi I 

setzen , wo £ eine mit A i^i gleichzeitig verschwindende Grösse bezeichnet. 
Nach diesen Bemerkungen kann die Gleichung 2) durch die folgende er- 
setzt werden: 

AS __ g)(^i + Ai4, b + Ab) — ip(jj, + A^i,b) Ab 
A/i AO ' Afi 

y(iu+ A/e, Q + Aa) — g>(fi + Afi,a) Aa 

Aa ' A^u 



+ € 



t/"(^^)-^/- 



X 

a a 

und hieraus . ergiebt sich durch Uebergang zur Gränze für unendlich klein 
werdende Afiy 

dS _ d(p{fx,b) db d y {fx, a) da 

dfii db ' dfi da ' dfi 



+ ji '^V'^/*'^> \ das + Um rUx 



a 



oder vermöge der Gleichung 3) 

5) 5^=V'(/^'J)^-^0'.«)f^. 



,ßi^.^y,^umßd.. 



+ 
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Obwohl nun « bis zur Null abnimmt, so darf man doch nicht sdüiessen, 
dass immer 






Lim 

a 

sein müsse, da z. B. für 6=qo der Werth des Integrales v(Ulig unbe- 
stimmt werden kann. Um eine genauere Bedingung zu haben, erinnern 
wir an den bis zum zweiten Gliede genommenen Ta^Ior'schen Satz, dem 
zufolge die Gleichung 

(l>^>0) 
stattfindet, aus welcher folgt 

und ebenso, wenn fi als alleinige Variable angesehen wird 

^^-^ " ^ ^ " ^ — -xffu(ß,x)+^Afi.rp^"(fi + '».Afi,x). 

Durch Vergleichung mit No. 4) erhalten wir jetzt den Werth Ton e, 
nämlich e^^Afi.tpJ^{n + S.Afi,x) 

und mithin 

Lim/ fi da? =-i-Ztm Ja jti. / rp^"(tii'^.Ati,x)dx\ 



a 



i-Lim\^Afi/ \p^''(fi,x)dx^. 



Wenn nun das bestimmte Integral 



6) j\.^,,),,^f\^^y, 

a a 

einen endlichen Werth hat, so ist die vorhergehende Lim ganz sicher =0, 
ausserdem aber würde sie sich unter die unbestimmte Form. • od stellen. 
Wir dürfen daher sagen : unter der Voraussetzung, dass das in No. 6) ver' 
leichnete Integral einen endlichq[i Wertli besitzt, gilt die Formel 



^ 49 — 

a 

Kommt /Ei nur in i^ nicht aber in xp und a vor> so vereinfacht sich 
die Gleichung wie folgt: 

P^ ib 

8) D^f yji^)dx^yß(b) j^ 

ebenso, wenn nur ß allein von fi abhängt 

a 

und diese Formeln sind es, von welchen im Texte Gebrauch gemacht 
wurde, einmal für 6;=:^ und einmal für a^=fi. 

Sind a und b von fi unabhängig, so hat man 

a a 

Multiplizirt man diese Gleichung, welche 9uch in der umgekehrten Form 

,6 d/tp((^,x)daß 



ß^;'^h- 



dfi 

a 

dargestellt werden kann, mit dfi und integrirt nachher, so wird 

und wenn man nach Ausführung der auf [i bezüglichen Integration dieser 
Yariabeln die beiden Werthe jU = /?, fi=s a ertheilt, so ist durch Sol^ 
traction 

a a 

/b rb fb 

dxfp(ß,x) — # dxtp(a,x) =# dx[ip(ß,x)'^ip(aiXi]. 

a a M 

S$hl9miUhi itr AUruH9nteßUU. 4 
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Es bedarf nur einer etwas anderen Schreibweise, um diese Formel 
zu einem der wichtigsten Theoreme der Integrahrechnung umzugestalten; 
für 

wird nämlich umgekehrt 

und für t^^ß, /ussa durch Subtraction 



^ißi a?) — i//(of,a?)= / q>{ii,x) dft. 



a 



In das Vorhergehende substituirt, giebt diess die Gleichung 

11) I ^^ I 9^(M>^)^^ ^ I ix t q>(ti,x) ifi, 

na. a tt 

welche zu erkennen giebt, dass in einem Doppelintegrale mit constanten 
Gränzen die Integrationsordnung umgekehrt werden darf, wenn nämlich 
das Integral 

.6 



/( 



n^V' 



d. h. im Torliegenden Falle 

a 

einen endlichen Werth besitzt. Diese Bedingung ist z. B. immer erfüllt, 
wenn a und b endliche Grössen sind und die Funktion ( ^y^'^^ \ in- 
nerhalb.der Gränzen x^a bis iDssft endlich und stetig bleibt. 



HI» Eine auf ganz elementaren Prinzipien beruhende Ableitung die« 
ses wichtigen Theorems ist folgende : 
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Bezeichnen wir mit K den unbekannten Werth des Integrales 



von welchem sich Iricht nachweisen lässt, dass er eine endliche bestimmte 
Grösse sein muss, so kann auch der Werth des Integrales 




/ 



OD 

sin h(a , 
dot 

CO 





sehr leicht angegeblsn werden. Für A = ist derselbe offenbsqr sO und 
fär negative h derselbe wie für positive h nur mit entgegengesetztem Zei- 
chen ; wir können uns daher auf ein positives von Null verschiedenes h 
beschränken. Nun ist aber 

00 






und folglich für hio^t auch 



=/- 



g stnhü) . . 
fti ^ / hm 



^^P'JlLdt^K, 



weil die neuen Integratiousgränzen für t sein würden r = A . &b und 
fss A . oossoo; daher gilt die Gleichung 



/»OD 



für aD>Ä>0, 







für A = ist dagegen die rechte Seite =»0 und für ein negatives h wird 
sie = — K. 

Man hat nun allgemeiner für m>n 

Binmiocosno) , , / $%nQn + n)4a , , , / sin(m — »)a> , • 

6 

dagegen für m=^n 

stnmct) cos um , , / sm2ma> . ^ ^ 





endlich für iih<.n 



&2 



• • 

und wir können daher sagen : der Wertb des Integrales 



/ <<H wo; cosn 



n\ g sin m w qu5 nw ^ 



ist =K . ^K . 0, 

}e nachdem m>n , m=sn , m<n. 

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir das Doppelintegral 

8) S^fdl f'^ F(») stnto9 d9 

oder 

Kehren wir in No. 3) die Anordnung der Integrationen um, so wird 
daraus 

5) 5« fd» r^^ F{») rin^a, d to 

oder 

6) S=/^F(^)d» r^Jl^J^ÜEi^ 

und swar ist diese Umkehrung erlaubt^ wenn das Integral 



ß 



a 

einen endlichen Werth besitzt, was jederzeit der Fall ist, wenn F(^) in- 
nerhalb der Gränzen x^=a bis S'^.b endlich bleibt. 

Wir unterscheiden nun behufs der weiteren Diskussion von No. 6) 
die Fälle a>6, 6><>a, a>s>0. — Im ersten Falle hat man we- 



— 5a — 

gen der für ^ geltenden Integrationsgränzen h^d-, folglich um so mehr 
s^d' oder S^^s und mithin verschwindet nach No. 2) das auf (a be- 
zögliche Integral; allo 
7) S=0 für s>b. 

Im zweiten Falle zerlegen wir wie folgt: 



a 
.6 



s • 

und dann ist im ersten Integrale 8!>9 wegen der für^ geltenden Inte« 
grationsgränzen und mithin verschwindet das auf co bezügliche Integral; 
im zweiten Integrale ist dagegen ^>s und folglich der Werlh des auf 
cü bezogenen Integrales =£, also 

8) 5=Ä' / f W d» für b>8>a. 



="/' 



Im drittm Falle $^o ist um so mehr s<^, mithin 
9) S^K f F{») d& für a>»>0. 

a 

Vergldeben wir jetzt die in No, 6) verzeichnete Form mit den ge- 
fundenen Werthen, so ist 

/OD J^^ 

• a 

= , A: fF{») d» , k/f(&) d^ 



a « 



für: «>6 , b>8>a , a>8>0. 

Nennen wir fi&) das unbestimmte Integral von F(d) i^, so dast 
also'F(^)8s/v(^) jg^^ gQ haben wir durch partielle faitegraiion 



k 
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$intoS^.FC9)d9 



f 

\nco»fF{») d» —J w coaw* ddj F{») d» 
^ f(^^^ _ (aj C08 w* d^ f(&) 



= smo) 



und durch Einfuhrung der Gränzen ^=6, ^»a 



/' 



f{b) $inb(a— f(a)$ina(o — to i f(ß) w$(o& d9. 



-ß 



a 

Substituiren wir diess in No. 10), so folgt: 



f(b) r ^"" ^ Y* "" <i o - /^ («) r^"" " ''J'" * '" ä 



(a 

a 



/►OD J^b 

eo8 8(od(o I f(ß) coswd' dd^ 



« a 

== 0, K\f(s)-f{a)] , K[f(b)-fia)] 
für 8>b, b>s>a , a>s>0. 

Die Werthe der beiden ersten Integrale linker Hand lassen sich aber 
nach No. 2) jederzeit bestimmen, indem man auf die drei unterschiede- 
nen Fälle eingeht Auf diese Weise findet man sehr leicht, dass der 
Werth des Integrales 



eossiodio / f{d-)co8(ad^ d9 



a 



s=:Kf{8) oder =0 ist, je nachdem i innerhalb oder ausserhalb des In- 
tervalles a bis ( liegt. 

Um die Constante K zu bestimmen, nehmen wir a=rO, b^co, 

f(d')= e^^^y wo r eine willkürliche positive Grösse bezeichnet ; für alle 
iwischen a^Q und (kod liegenden 5, d. h. für jedes positive von Null 
verschiedene i, muss dann die Gleichung 
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-^»eos<a9d&=iKe-^' 



/ICD y^Qö 

COS 8wd(o j e^**^ 

• 

gelten. Mittelst der unbestimmten Integrationsformel 

e-'-^coscti^d*« -^j^^ e 

erhält man auf der Stelle aus dem Vorigen 



/ 



OD 

r* + 01* 



und durch Einführung einer neuen Variabein % der Art, dass w">rT ist, 



/ 



OD 

tQ% rs T 



1 -h-r* 

Für rssO folgt hieraus K^\n. Wir haben demnach da3 Theorem: 
Der Werth des bestimmten Doppelintegrales 

cos 8(0 d(0 j f(rf) C08(0& dd' 

ist =-|-^/(s) oder = 0, je nachdem die positive Grösse i inner- 
halb oder ausserhalb des Intervalles a bis b liegt, aundb selbst als 
positiv vorausgesetzt. 
Geht man von dem analog No. 4) gebildeten Doppelintegrale 



OD 



S^jiio r^^^^ Fi»)co8(aäo} 



aus, so gelangt man durch ganz dieselben Schlüsse wie vorhin zu dem 
Correlate des obigen Satzes, nämlich: 

Der Werth des bestimmten Doppelintegrales 

OD yOft 

$in8(od(a i f{d)8in(od' dO^ 




'ß 



ist ^-^Ti: f{8) oder stO, je na<^dem die positive Grösse von « in- 
nerhalb oder ausserhalb des Intervalles a bis b liegt, a und b selbst 
als positiv vorausgesetzt. i 
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Es ist nicht ohne Interesse, die geometrische Bedeutung dieser 
Theoreme zu sehen. Denken wir uns zwei Cur?en, deren Gleichungen 
sein mögen 

2 y^^ p^ 

und yj = -- # cQs X(o d(o i f(9) cos w& dd' 

wo nun X constant bleibt für die beiden Integrationen, so ist für alle 
zwischen a und ( liegende x immer Ut^Va ausserdem aber ^ » 0; 
für negative x hat die zweite Curve dieselben Ordinaten wie für gleich 
grosso positive x. In Fig. 6. giebt die schwächere krumme Linie di« 
willkühriiche Curve yi=f{x) an, mit welcher die zweite und stärkere Linie 
von OA=sa bis OB^b zusammenfällt. 

Die zweite durch Fourier's Satz dargestellte Curve ist demnach dis- 
kontinuirlich und besteht theils aus der Absdssonachse , theils aus einem 
Stücke der gegebenen Curve. — Ganz ähnlich ist die Bedeutung der bei- 
den Gleichungen 

und ^2= — / 51» xwdo} i /(*) sin w^ dd- 

o a 

nur dass der negative Theil der zweiten Curve umgekehrt liegt. 



\ • 



•»••»••»^ 



OT. Nimmt man in den Theoremen Faurier^s 0=0, Jssoo, 

1 

f{d) =± yr^ , so ist für alle positiven von Null verschiedenen s 




OD 

COS S(0 



/ /'^ 2 v^ 



• e 

Setzl man in den beiden auf 9^ bezüglichen Integralen 

61 
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wo % die neue Variable bezeichnet, 5 und w aber constant sind, so er- 
geben sich die Gleichungen 

/»OD /-^ /^QD - 

wofür man schreiben kann 

Da es in eiaem bestimmien Integrale gleichgültig ist, mit welchem 
Buchstaben die Variable der Integration bezeichnet wird, so kann man 
auch ctf 3tait r. schreiben lind orhSIt dann die bekannten Formeln 

OD 



/OD 

/$ins(x) , /^7v 






c»>«>0. 



Wir multipliziren hier die zweite mit V — i *^ <* und addiren sie zur 
ersten; es wird dann 

und diess ist die Formel, von welcher im Texte eine Anwendung gemacht 
wurde, wobei k und y^ statt t und oi gesetzt worden sind. 



V« Schreiben wir in der soeben entwickelten Formel h für «, 
und führen wir eine neue Variable u ein > indem wir a =k n^ setzen, 
so folgt 

4« 



9B 



2 /«*«*' dH^ J'lL eV«»< . 



(»>»>0, 



wobei fQr die linke Seite aucb das Integral 



/OD. 
— OD 



du 



gesetzt werdeakann, weil die Funbion e^«*' für negati?e u dieselbe ist, 

« • . « » * 

wie für positive.' Setzen wir in der nunmehrigen Gleichuag 




^**< i—^-J^j e'/."' 



— OD 



* ^ 



« = .,-p 



wodurch sidi die- Inte|;ratton8gränzen nicht vi^indem, so wird 



^^^ • 



OD 

oder durch Transposition des nur fon k und h abhflngigeii Faktors 

— OD 

und diess ist die im Texte benutzte Formel. 



■. I »■ l^^T^ 



( t 



i • ♦ • . • • 



.. .•» 



* . • «4 • > 



■ * 



ä 




Fig. 3» 
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